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PR TATION

ESEN
GENERALE

Notre ouvrage veut permettre a tous ceux qui pensent que ’enseigne-
ment des mathématiques n’est pas qu’une simple affaire de bon sens, de
trouver quelques pistes permettant d’en faire une profession :

— le caractere professionnel de I’enseignement est lié a la caractérisa-
tion de faits d’enseignements ;

- la caractérisation des faits d’enseignement justifie et nécessite une
théorie didactique qui définit ses propres concepts.

Dés le début de cet ouvrage, nous nous attachons a caractériser des phé-
nomenes d’enseignement des mathématiques et nous proposons de fami-
liariser le lecteur avec quelques concepts de didactique des mathéma-
tiques. b

ey

Cet ouvrage s'adresse avant tout aux étudiants qui préparent le concours
de professeur des écoles. Dans sa forme actuelle, ce concours propose,
pour I'épreuve de mathématiques, deux volets ; le second volet a pour
objet I'analyse « des approches didactiques et des démarches pédago-
giques correspondantes »'. We

_.,__.

: < .‘ ‘.‘ ‘}* -.

d’lUFM? (professeurs des écoles du C.A.P.E.S.). Il propose une réflexion
générale sur les pratiques actuelles d’enseignement, présente des outils
d‘analyse et permet ainsi de mieux comprendre comment élaborer des
situations qui réunissent les conditions d’un véritable apprentissage par
~ les éléves.
Il peut étre utile aux étudiants de D.E.U.G.
des U.V. optionnelles de préprofessio
 plus les nombreuses référenc

NG ol g

pourront aider les étudiants

es mathématiques.
BT 290 TRORIEI

,n° 5 du 30 janvier 1992,

JULN

Ce livre intéresse tout particulierement les étudiants de deuxieme année




PRESENTATION GENERALE

QUELS CONTENUS POUR SE FORMER
A LENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES ?

L'idée que, pour enseigner les mathématiques, il suffirait de bien connaitre
les contenus mathématiques, est fausse. Cette connaissance est bien
sQr nécessaire, mais certainement pas suffisante. Prenons I'exemple de
I’école élémentaire.

e D’une part, la plupart des notions étudiées a I'école élémentaire sont
reprises et approfondies au collége. Il est donc indispensable d'avoir une
maitrise de ces notions dans leur continuité. De plus, faire des mathé-
matiques, résoudre des probleémes, avoir envie de chercher est une pra-
tique qui s'entretient bien au-dela des contenus de I'école élémentaire.
e D’autre part, la formation a I’enseignement des mathématiques fait
appel a d’autres contenus qui permettent d’aborder les questions sui-
vantes :

— Comment un enfant apprend-il 2

— Quelles transformations subissent les savoirs mathématiques lors de
leur enseignement ¢

— Quels effets peuvent étre prévisibles, souhaitables, néfastes ?

— Quels réles joue le professeur ?

— Quelles décisions peuvent étre prises ?

Autant de questions qui font qu’une formation a I’enseignement des
mathématiques ne saurait se réduire ni a I'acquisition de contenus mathé-
matiques, ni a un discours de pédagogie générale (qui, par nature, exclue
I’étude des contenus).

PRINCIPE ET ORGANISATION DE LOUVRAGE

L"apport constant d’information en didactique des mathématiques crée
I'unité de cet ouvrage. Les principaux concepts sont progressivement
introduits et illustrés a I’aide de nombreux exemples. Afin de mieux s"in-
vestir dans la réflexion sur I’enseignement des mathématiques, le lecteur
est invité a résoudre des exercices de deux types : des exercice a carac-
tére strictement mathématique et d’autres a caractére plus didactique.

Ce livre comprend plusieurs parties indépendantes, il ne nécessite pas
une lecture linéaire.

* La premiere partie de |'ouvrage consiste en une réflexion sur I'ensei-
gnement des mathématiques. Nous proposons plusieurs angles d’ap-
proche des phénoménes d’enseignement. Nous partons d’une série de
questions, présentons des exemples, donnons des débuts de réponses
et introduisons des concepts de didactique qui apparaissent comme
des outils privilégiés d’analyse.

e e, S e

éléments de correction dans I'espy; \ rel
" e Enfin d’ouvrage, se trouv I\ \
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e Ladeuxiéme partie étudie le cadre théorique a partir duquel il devient
possible de mieux comprendre les préoccupations concrétes de la didac-
tique des mathématiques, les points de vue de ses chercheurs. Elle pré-
cise I'apport de la didactique pour la formation professionnelle des ensei-
gnants.

e La troisieme partie de I'ouvrage, est spécifiquement destinée aux étu-
diants préparant le concours de professeur des écoles. Le rappel du texte
du Bulletin Officiel définissant I'épreuve de mathématiques permet de
repérer dans I’ensemble du livre ce qui est prioritai r les candidats.

Nous avons voulu préciser, dans cette dernj \ i& oblématique
xe\icexou devoirs avec

de la formation professionnelle et proposer
tuelle de ce concours.

S exercices qui ont été pro-

posés tout au long du =, §

ibli \ O N .
e La bibliograp @ mettra a chacun de se reporter aux
ouvrages clés p| @ 19#5ndir les points qui I'intéressent.
e Enfin un indexN#ge 237) permet de situer les termes de didactique
et leurs définitions dans I'ouvrage.
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INTRODUCTION

LES MATHEMATIQUES
DANS NOTRE SOCIETE

De notre point de vue, il serait illusoire d’imaginer ’ensei-
gnement des mathématiques, quels que soient les éléves
auxquels il s’adresse, sans débattre et réfléchir sur :

- la place et le role des mathématiques dans notre société ;
— le rapport personnel des éléves aux mathématiques ;

- le rapport personnel de chaque enseignant aux mathé-
matiques.

L’ IMAGE ACTUELLE DES MATHEMATIQUES
DANS LA CULTURE

Qui n’a pas entendu un jour telle ou telle personne ayant une position
sociale reconnue s’exclamer « oh, moi, les maths je n’y comprenais
rien ! ». En revanche, il est peu probable d’entendre : « oh, moi, écrire
en francais, je ne sais pas faire ». Il est encore accepté culturellement
d’avoir eu des difficultés en mathématiques (feintes ou réelles), mais rédi-
ger une lettre dans un frangais approximatif ponctué de fautes d’ortho-
graphe n’est pas admis. Notre société n’attribue pas les mémes valeurs
culturelles aux mathématiques (aux sciences en général) et aux disciplines
littéraires. Cette cassure entre les disciplines scientifiques et littéraires est
d‘ailleurs un phénoméne récent a I’échelle de Ihistoire.

Les mathématiques de la scolarité obligatoire constituent actuellement un
enjeu important, un enjeu du point de vue de la réussite scolaire ainsi
qu’un enjeu personnel : la réussite en mathématiques est (a tort ou a rai-
son) considérée quelquefois comme un signe d’intelligence. Or, para-
doxalement, ces mathématiques omniprésentes dans la vie scolaire n’ap-
paraissent pas nécessaires dans la vie de tous les jours : « A quoi ca sert »
dira un éléve. Pour développer cet aspect, citons Y. Chevallard? :

« La polémique sur les mathématiques et leur role dans |'enseignement
secondaire est une activité saisonniére solidement établie. On en connait
les termes, qui ne laissent guére d’espoir. D’un c6té, les mathématiques

3. Y. Chevallard : « Pour en finir avec une certaine phobie culturelle », Science et Vie, hors
série n° 180, septembre 1992, pp. 60, 64, 66.
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constitueraient un passage obligé sur la route de la réussite scolaire et
sociale. De I'autre, leur difficulté ne serait plus a dire. Pour cela il faudrait
se résigner et attendre que jeunesse se passe. [...] Toutes les pratiques
sociales ou presque sont aujourd’hui construites avec des mathématiques.
Tous les objets qui nous entourent — cet ordinateur, bien sir, mais aussi ce
stylo, et cette feuille de papier, et cette table devant laquelle je suis assis,
méme — contiennent des mathématiques cristallisées. Les mathématiques
sont I'un des ingrédients de base avec lesquels se construisent les socié-
tés actuelles. D’ol cette image : si I'on coupait I’électricité dans la ville,
tout ou presque cesserait de fonctionner. De méme si |’on y coupait les
mathématiques. [...] Les mathématiques, a cet égard, se distinguent entie-
rement du latin. Les premiéres sont vitalement omniprésentes dans la pro-
duction de nos sociétés ; le second ne I'est pas. Ou du moins ne I'est plus.
En quelques siecles, les positions se sont totalement inversées. La com-
paraison avec |’électricité est trompeuse sur un point décisif. Chacun res-
sent immédiatement et personnellement les effets d’une coupure d’élec-
tricité. Mais si on coupait les mathématiques, nous ne découvririons
que lentement, et sans doute trop tard, que socialement, nous ne savons
plus vivre sans elles. »

LES MATHEMATIQUES A L'ECOLE ELEMENTAIRE

Des programmes officiels déterminent les contenus d’enseignement de
I’école, du collége et du lycée. Pour I'école élémentaire regardons I'évo-
lution au cours des derniéres années. .

Les programmes de 1945 étaient construits avec I'idée que |’enfant ne
pouvait avoir accés aux mathématiques avant la classe de cinquieme.
L'objectif était clair : savoir calculer, savoir résoudre des probléemes types,
c’est-a-dire des problemes analogues a des problemes traités en cours.
Le mot « calcul » devait donc étre pris ici au sens de « mise en place de
mécanismes » ou renvoyer a des familles de problemes types. On était
loin de I’activité mathématique qui consiste a résoudre des problémes
ou poser des questions. On imagine aisément que de telles déclarations
ont laissé des traces dans la mémoire collective enseignante.

Plus récemment les programmes fixés par arrété du 23 avril 1985 mar-
quent une évolution qui ne s’est pas faite sans heurts.

« L’enseignement des mathématiques vise a développer le raisonnement
et a cultiver chez I'éléve les possibilités d’abstraction. Il apporte une exi-
gence de rigueur dans la pensée et de justesse dans I’expression. Il fait
acquérir des connaissances et des compétences dans les domaines numé-
riques et géométriques, tout en aidant I'éléve a se forger des méthodes
de travail. Il stimule I'imagination®. »
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Dans les textes concernant la mise en place des cycles a 'école primaire?,
la définition des compétences a acquérir au cours de chaque cycle est
organisée en plusieurs rubriques :

— résolution de problémes ;

approche du nombre ou connaissance des nombres ;

— calcul ;

- géométrie ;

- mesure.

Le développement du raisonnement et 'apprentissage a la résolution d,e
problemes y trouvent une place importante. « Les compétences plus spé-
cifiques définies ci-aprés (nombre, calcul...) se construisent et s'évaluent,
de préférence, au cours d’activités de résolution de problémes®. »

RAPPORT DES ELEVES AUX MATHEMATIQUES

En interrogeant des éléves du primaire ou du secondaire sur ce qu'ils
pensent des mathématiques on obtient des réponses trés variées comme :
— «j'ai horreur des math et je suis nul » ;

— « C'est intéressant mais on ne voit pas a quoi ¢a sert » ;

— «j'adore, c’est un jeu ».

Ce rapport aux mathématiques est souvent trés influencé par I'histoire
du moment et peut donc évoluer au cours d’une scolarité. Il arrive cepen-
dant que certaines blessures se creusent et débouchent sur un sentiment
d’échec. Les parents, les enseignants ont ici un réle important a jouer
afin qu’un éléve momentanément en difficulté ne se sente pas exclu de
I’activité mathématique.

L’école doit aider chacun a construire une image positive de soi en tant
que mathématicien c’est-a-dire permettre a tout éléve d’entrer dans des
activités de recherche, de formuler des hypothéses, de les mettre a
I'épreuve...

RAPPORT DES ENSEIGNANTS AUX MATHEMATIQUES
ET AU METIER D’ENSEIGNANT :
REPRESENTATIONS DES ENSEIGNANTS

Un enseignant de mathématiques (professeur d’école ou professeur du
secondaire) a un rapport privé au savoir mathématique. De plus, avant
d’exercer et parce qu'il a été lui méme éléve de classe de mathématiques,
il a des idées personnelles sur la maniere dont il faut enseigner. Ces repré-
sentations influent constamment sur sa pratique professionnelle. Citons,

5. 6. Les cycles a I'école primaire, décret 90-788 du 6 Septembre 1990, CNDF, Editions
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a ce propos, A. Robert’ : « Notre premiére hypotheése générale a ce sujet
est qu'il est vain de séparer la formation en didactique de la formation
en général, tant la conception d'un enseignement de mathématiques est
liée aux mathématiques elles-mémes et donc a I'enseignement qu’on en
aeu. [...] Notre deuxieme hypothése est qu’on ne peut pas faire comme
si les (futurs) enseignants étaient vierges en matiére d’idées sur I’ensei-
gnement des mathématiques. »

En étudiant ces interférences entre rapports privés et professionnels « la
didactique des mathématiques se doit de contribuer a une “profession-
nalisation” de ceux qui ont la charge d’enseigner »8. Il n’y a pas de déter-
minisme a étre un bon ou mauvais enseignant de mathématiques. Toute
personne qui a une connaissance théorique correcte d’un objet mathé-
matique devra acquérir des compétences professionnelles pour pou-
voir I'enseigner. Le futur professeur construira ces compétences en s’ap-
puyant sur ces représentations initiales et en les faisant évoluer.

7. A. Robert : « Une introduction a la didactique des mathématiques (a I'usage des ensei-
gnants) », Cahier de didactique, n° 50, IREM de Paris VII, 1988, pp- 2-3, 14-15.
8. A. Robert : Lillusion pédagogiste.
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Toute action d’enseignement met en jeu les trois com-
posantes principales :

— les éleves pour lesquels la société a défini un certain
projet éducatif ;

— le savoir visé par cette action d’enseignement (en
l'occurrence pour nous les mathématiques) ;

— le professeur dont le role, dans le systéeme francais,
est d’étre un médiateur entre I’éléve et le savoir.

Ces trois composantes vont interagir et donner des faits
d’enseignement. Certains de ces faits sont reproduc-
tibles et apparaissent ainsi comme des phénoménes
d’enseignement.

Les recherches développées en didactique des mathé-
matiques ont élaboré des outils d’analyse qui permet-
tent de reformuler des questions naives, d’interpréter
des faits, de prévoir des phénomenes.

Nous proposons dans cette premiére partie d’étudier
des phénoménes d’enseignement et de montrer en quoi
les premiers concepts de didactique des mathématiques
sont des outils d’analyse adaptés.

W i s i S i i » Sy b e g A T g A
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LES PRATIQUES
SPONTANEES
D’ENSEIGNEMENT

Chaque adulte s’est, 43 un moment donné de sa vie, retrouvé
dans la situation d’apprendre quelque chose a quelqu’un et
donc de mettre en ceuvre des modéles spontanés d’ensei-
gnement. Enseigner est une activité qui parait aller de soi
lorsque I’on maitrise les savoirs en jeu.

C’est a partir de ce constat que nous allons regarder, sur des
exemples, en quoi les modéles spontanés d’enseignement
produisent des effets qui ne sont pas forcément propices a
I’activité mathématique chez I’éleve.

Cette étude, nous conduira a poser les bases nécessaires au
passage d’un enseignement spontané a un enseignement
a caractere professionnel.

LE MYTHE DU MODELE A REPRODUIRE

B Un exemple hors contexte scolaire

« Mon enfant sait compter jusqu’a 30, mais je lui ai un peu appris... »
Cette déclaration, un jour de rentrée des classes est intéressante pour
notre propos. Implicitement, voici une personne qui, @ un moment donné,
s’est fixé des objectifs et a d0 mettre en jeu quelques pratiques sponta-
nées d’enseignement. Ainsi en général, un adulte dit d’un enfant qu'il
sait compter jusqu’a 30 (par exemple) si cet enfant sait réciter la comp-
tine? de 1 a 30. Si I’enfant oublie un nombre, I’adulte fait répéter le mot
manquant : par exemple, si I'enfant a récité 23, 25, le parent lui dira :
« apres 23, il y a 24 » et I'enfant reprendra « 23, 24, 25 », etc. Il y a
bien la objectif et pratique d’enseignement. La comptine est une pratique
culturelle courante. On connait les comptines chantées, les comptines
dessinées, etc. Mais ce parent serait peut étre surpris de constater que
son enfant sait « compter » jusqu’a 30, et qu’il ne peut pas aller cher-
cher, par exemple, 15 fourchettes, a la demande. Dans I'action de comp-
ter, I’enfant devra bien s(r réciter la comptine, mais aussi synchroniser

Q@ Camntina - cnite ardannéde doc name dec namhrec « 1in denx troic »
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»

les gestes lui permettant de prendre les objets un a un, détacher le nombre
15, etc. En fait, la comptine n’est pas le comptage. L’enfant de notre
exemple sait-il réellement compter ? C'est-a-dire, répete-t-il simplement
une suite de mots comme un rituel dénué de sens ou bien a-t-il com-
pris que cette suite associée intentionnellement a une gestuelle organi-
sée pouvait I'aider dans certains types de taches (ici le dénombrement) ?
La démarche adoptée par ce parent, qui reléve plutét du rite initiatique,
ne permet pas de s’en assurer.

B Un exemple en contexte scolaire

Voici un exercice fréquemment proposé a des éléves de cours prépara-
toire.

Barre, pour chaque collection, les nombres qui ne conviennent pas.

Pour répondre a la consigne, I’éléve doit savoir dénombrer (au sens strict)
les objets (jusqu’a 5), savoir reconnaitre I’écriture des nombres quatre
deux et cinq et conclure.

Etudions le cas d’un enfant qui aurait barré le 1 et le 4 au premier item
de I'exercice : quelles que soient les raisons de I’échec, I'exercice lui-
méme, dans sa construction, ne permet pas a I'éléve de savoir s'il a échoué
ou non. On dira que cet exercice ne produit pas une rétroaction'? per-
mettant a I’éleve d’évaluer lui-méme s'il a réussi ou échoué et donc,
habituellement, I’éléve attendra le jugement du professeur pour savoir
s'il a réussi ou non. Le recours du professeur va étre d’établir un dia-
gnostic (s'il en a le temps) en demandant par exemple a I'éléve de recom-
mencer son travail devant lui. Ainsi s’élaborera une autre situation que
Iexercice lui-méme, qui sera construite « a chaud », et dont on peut pen-
ser qu’elle ne permettra tout au plus qu’une imitation. L’exercice lui-
méme, vise donc un controle de I'aptitude a reproduire une écriture
(socialement connue). Un tel exercice est nécessaire a un moment de

10. Rétroaction : information en retour sur I'action du sujet. Cf. M. C Chevalier : « Etude des
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I’apprentissage pour s’assurer si I'éléve a acquis |'écriture de ces nombres,
mais il ne peut étre assimilé a une situation d’apprentissage des nombres.
Le proposer a des éleves avec un objectif d’apprentissage serait une autre
facon de ritualiser I’'usage du nombre sans que I’éléve ait eu 2 un moment
donné a se convaincre de son utilité.

Tout futur enseignant en mathématiques peut se poser les questions rela-
tives aux savoirs en jeu : dans notre exemple, le savoir ainsi transmis est-
il utilisable ? Est-ce suffisant pour I’acquisition du nombre 2 Aide-t-il a la
construction du nombre ?

B Des conduites automatisées

Prenons un exemple quelques années plus tard au college.
Un éleve de quatrieme résout |’équation suivante :

ax+3X _7-5x-g-2x
4 Zx

il écrit : Ax.'.._.._q’ Sx=9 %=
L
32 F=-x- 8————
I
3x _ FCX )
o F=x-38 T
3x =x-1- x
= 4
x =xX-4
0 — —-4

et s’exclame... : « les x sont partis ! »

L'éleve utilise un procédé quasi-automatique de résolution d’une équa-
tion qui consiste a « supprimer de chaque c6té » les termes qui se res-
semblent, et a réduire ainsi Iécriture. Ce type de procédure donne en
général des résultats justes. Dans le cas étudié, cette procédure produit
un effet non explicable par I’éleve.

Pour que I'éleve puisse comprendre ce qui arrive, il faudrait qu’il ait bien
en téte :

— qu’une équation n’est pas une égalité mais une interrogation : existe-
t-il x tel que... ?

— que résoudre une équation consiste, par un jeu de transformations
d’écritures autorisées par des regles de calcul répertoriées, a produire
une équation équivalente a I'équation initiale mais pour laquelle on sait
répondre a l'interrogation.

— que le procédé utilisé doit « rester sous surveillance ».

En somme c’est tout le sens de I"activité de résolution d’une équation
qu'il faut mobiliser pour ne pas étre pris au dépourvu par une « équa-
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P
« Ox = -1 » est une équation qui n’a pas de solution, I'équation initiale
qui lui est équivalente n’a pas de solution. C’est de cela qu’il faut débattre
avec |’éléve qui constate que « les x sont partis ».

Dans le méme exercice on trouvera des éléves avec qui la discussion
sera plus difficile a conduire. Ce sont ceux par exemple qui arréteront
leur travail & « 0 =1 » sans que cela les surprenne ou encore ceux qui
rétabliront une conclusion conforme a celle généralement attendue par
I’école en disant « donc x = 0 ».

On voit bien les effets de I'usage abusif d’une procédure sans contréle
du sens. Cet équilibre entre les nécessaires automatismes et le controle du
sens constitue un objectif pour le professeur vis-a-vis de ses éleéves. Tout
recours prématuré aux « trucs » donne des résultats le plus souvent cor-
rects, mais il hypotheque généralement une réelle activité mathématique.

Remarque : dans ce deuxieme exemple, nous n’abordons pas la ques-
tion de la mise en équation. Or, la mise en équation constitue un sou-
venir désagréable pour nombre d’étudiants ayant eu des difficultés en
mathématiques. L’histoire des mathématiques montre toute la difficulté
qu’il y a eu a passer des raisonnements arithmétiques aux raisonnements
de type algébrique. Ce passage n’est pas pris en compte dans |’ensei-
gnement. Il n’est donc pas étonnant que des difficultés apparaissent (en
classe de 4° et 3°) lors de I'introduction de I’algebre.

Voici un exercice traditionnel d’arithmétique (brevet supérieu. r‘}, ut
du siecle). Son traitement par I’algébre constitue une \$§ ns la

maniére de raisonner. f\ e

—Exercice (corrigé page 211)

Resoudre

(@( rerce dans le cadre arithmétique puis déns le cadre

L’e/x\&lce qui suit est classique en algebre. La mise en équation consiste
principalement en une relecture de I"énoncé et une traduction en un lan-
gage formel.

Exercice (corrigé page 211)

Mettre en équation ce probléme et le résoudre. i Jush ity

LES PRATIQUES SPONTANEES D’ENSEIGNEMENT

Les interrogations qui précédent nous renvoient a la question « qu’est-
ce qu’apprendre des mathématiques ? »''. La réponse ne se trouve pas
dans les seuls ouvrages de mathématiques, et pour appréhender cette
question, il faudra interroger d’autres domaines que les mathématiques,
en particulier, la psychologie cognitive, la sociologie, etc.

L’IDEE DU SAVOIR A CONSTRUIRE

Comment dépasser les pratiques rituelles rencontrées dans les exemples
précédents, c’est-a-dire, pour reprendre |’enseignement des premiers
nombres, comment construire des situations dans lesquelles le nombre
ne soit plus simplement montré, mais apparaisse comme solution a un
probléme réel 2 Pour pouvoir répondre a cette interrogation, nous allons
provisoirement nous éloigner de I’enseignement et étudier une activité
spontanée d’enfant.

Lorsqu’un enfant de 5 ans est appelé a mettre le couvert, chez lui, il peut
avoir plusieurs attitudes :

— il prend ’assiette pour maman, va la poser ; il prend I’assiette pour
papa, va la poser, etc. ;

— il prend beaucoup d’assiettes et est ainsi assuré d’avoir « ce qu'’il faut » ;
— il prévoit Iassiette pour maman, papa, etc. et va ensuite les poser.

Cette situation est non didactique car il n’y a pas d’intention d’ensei-
gnement. Elle met en jeu un savoir. Il s’agit de la correspondance terme
a terme ou, dans la troisieme attitude, du dénombrement'2. Dans ce der-
nier cas, le nombre, formulé ou non, est la solution du probleme que
I’enfant s’est posé.

Il existe donc des activités hors milieu scolaire qui sollicitent la connais-
sance du nombre. Une reproduction de la situation décrite peut étre uti-
lisée a des fins d’enseignement et devenir une situation didactique. Pour
I’enfant de 5 ans, le probléme garde son sens, méme s'il est une repro-
duction artificielle d’une situation réelle. La situation ne peut permettre
un apprentissage de la connaissance visée que si le probléme que I'on
souhaite voir résoudre est bien celui que I’enfant se pose. En effet, un
enfant plus jeune pourra se contenter de mettre des assiettes sur une table,
sans faire référence a une liste de convives. Dans ce cas, la situation ne
fonctionne pas comme situation d’apprentissage.

11. On pourra se reporter au chapitre « Repeéres psychocognitifs » du livre Introduction a la
didactique des sciences et des mathématiques de S. Johsua et ).-J. Dupin, PUF, pp. 71-119.

12. Nous retenons deux acceptations du terme « dénombrement » :

— Le dénombrement au sens strict : dénombrer une collection, c’est considérer le dernier terme
de la liste ordonnée des nombres produite dans le comptage comme une caractéristique de la
collection.

— Le dénombrement au sens large : dénombrer une collection c’est pouvoir construire une col-
lection atiinatente A 1ine collectinn dannée canc nrécence de cette callection
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Pour que I’enfafit travaille sur le nombre, il faut optimiser I’apparition de
la troisieme attitude il prévoit I’assiette pour maman, papa, etc., et va
ensuite les poser. Pour cela, I’enseignant va devoir organiser la situation,
imposer des contraintes. Il ne peut faire appel au vécu personnel de I’en-
fant. Il doit d’abord adapter la situation au contexte de la classe : par
exemple, la collection a laquelle se réfere I’enfant dans son milieu fami-
lial (papa, maman, etc.) doit &tre remplacée par une collection construite
par le maitre (liste de prénoms d’enfants ou verres déja installés sur la
table). Il lui faut également imposer des contraintes pour que les éleéves
travaillent effectivement sur le nombre. Dans un premier temps, il posera
comme enjeu de ne pas faire plus d’un aller et retour entre la pile d’as-
siette et la table. Plus tard il demandera a un éleve de s’adresser cette
fois par écrit a un autre éléve qui aura la charge de préparer les assiettes
nécessaires. Seule une communication écrite permet aux éléves de pro-
duire des formulations variées du nombre. C’est aussi |’occasion pour
I’enseignant d’entrevoir les conceptions des éléves. Le dénombrement
constitue la stratégie optimale pour réussir dans cette situation de base.
Seule une communication écrite permet des formulations variées du
nombre et d’entrevoir les conceptions des éléves relatives au nombre.

Voici des exemples de productions écrites issues de ce type de situation :

AT3LS € IR B
exemple 1 a 6 exemple 2
NS

exemple 3 exemple 4 exemple 5

On peut observer dans cette situation une variété de productions écrites
plus importante que dans la plupart des exercices couramment proposés.
— L’exemple 1 reproduit une section de la suite des nombres.

— L’exemple 2 est une production que I’on rencontre rarement. Rien ne
permet d'affirmer que ce codage est erroné. En effet chaque signe peut
simplement représenter un couvert et étre compris comme tel par le
récepteur. L'enfant veut probablement utiliser un code reconnu ;:'ﬁltb’-
rellement.
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— Dans les exemples 3 et 4, I'enfant construit un message parfaitement
adapté mais sans référence a une écriture conventionnelle.

— L'exemple 5 correspond a celui attendu aprés apprentissage de I"écri-
ture conventionnelle.

Des lors, I’éleve peut :

— ne pas attendre I'avis de I'enseignant pour savoir s'il a réussi ou échoué ;
— constater une erreur et modifier sa stratégie en vue d'un prochain essai.
Cette situation permet aux enfants de constater qu’il y a ou non les assiettes
nécessaires. Elle renvoie ainsi, a I’éleve des rétroactions. Toutefois, pour
les plus jeunes, cette situation pourra se réduire a un jeu au cours duquel
il aura fallu amener des assiettes (sans se préoccuper du quantitatif). La
situation n’exerce alors pas de rétroaction véritable. Mais des que les
éleves prendront a leur compte cette contrainte du quantitatif, la situa-
tion apportera les rétroactions escomptées par le professeur. Pour des rai-
sons évidentes, il appartient donc a celui-ci de savoir a quel moment il
est le plus judicieux de proposer une telle situation.

A la différence de I’exercice de la page 18, le concept de nombre se
construit dans un contexte ou il est fonctionnel. Parallelement, le sou-
hait de vouloir compter comme les grands, des débats autour des écri-
tures, la connaissance partielle de I’écriture conventionnelle, I'idée d'al-
léger les messages élaborés conduiront les éléves a adopter finalement,
avec l'aide du maitre, les écritures conventionnelles.

Dans cette perspective, I’enseignement des mathématiques doit permettre
a I’éleve de prendre en charge un probleme c’est-a-dire :

— émettre des hypotheses (cf. la situation de la mise du couvert) ;

— élaborer des procédures, les mettre en ceuvre, et selon les effets pro-
duits, les adopter, les rejeter ou les faire évoluer ;

— automatiser celles qui sont le plus souvent sollicitées (par exemple
savoir « poser » une addition, résoudre une équation du premier degré
a une inconnue, etc.).

— exercer un contrdle des résultats obtenus. (Par exemple pour s'assurer
d’un résultat numérique obtenu par une opération, se référer a I’ordre de
grandeur, pour une équation vérifier si la solution trouvée satisfait a |'éga-
lité de départ, etc.)

Pour cela, le professeur doit donc distinguer une situation ot le savoir
est sollicité (situation de contréle ot de réinvestissesment comme dans
I’exercice vu plus haut) d’une situation ou le savoir est en voie de consti-
tution (situation d’apprentissage comme la mise du couvert avec des
enfants ayant I’age requis). Malheureusement, beaucoup de cours pri-
vilégient trop le premier type de situation, faisant I’hypothése qu’en répé-
tant les savoirs, on les aura construits.

Ajoutons que le temps joue un réle important dans ce type de choix :
bien souvent, pour une recherche d’efficacité a court terme, ou pour
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gagner du temps, I’enseignant privilégie trop I’acquisition de techniques
au détriment de la construction du sens. Le temps gagné a court terme
fait croire a du temps gagné dans les apprentissages.

Les exemples qui précedent (cf. pages 18-19) montrent les limites d une
telle pratique et la difficulté a remplacer un modele d’enseignement cen-
tré sur une transmission directe du savoir par un modele ou I'éleve
construit ses connaissances.

THEORIES DE L’APPRENTISSAGE

Depuis longtemps, philosophes, pédagogues et psychologues se sont
interrogés sur les conditions dans lesquelles un enfant acquiert des savoirs.
Plusieurs conceptions sont apparues.

e La conception dogmatique qui conduit a des apprentissages par répé-
titions de textes oraux ou écrits jugés fondamentaux.

¢ La maieutique de Socrate'? qui part du principe que tout homme est
détenteur du savoir. Le rdle du pédagogue est alors de permettre a ce
savoir de se révéler. Socrate comparait son art a celui de Phénaréte qui
était sage-femme : il ne se contente pas de convaincre son interlocu-
teur d’ignorance, il lui montre aussi qu’il porte en lui des vérités qu'il
ignore (cf. le texte célebre dans lequel Socrate améne un esclave de
Ménon a découvrir comment on obtient un carré de surface double d’un
carré donné).

e Jean-Jacques Rousseau réagit a I’éducation classique (clarté de I'ex-
posé, mémorisation) principalement diffusée par les institutions reli-
gieuses. Elever un enfant, c’est moins lui apprendre quelque chose que
le placer dans des situations ou il prendra la mesure des difficultés. 1l
pense que I'autorité n’a pas a intervenir la nature se chargera elle-méme
des réprimandes. « N'offrez jamais a ses volontés indiscrétes que des
obstacles physiques, ou des punitions qui naissent des actions mémes et
qu'il se rappelle dans I'occasion : sans lui défendre de mal faire, il suf-
fit de I’en empécher »'4. W INARS

o Le début du 20¢ siecle reprend essentiellement les principes de I'édu-
cation classique. 1l s’agit de remplir des tétes vides ou de mdeldr-deg
esprits encore « mous ». Cette approche conduit a interpréter les erreurs
commises comme le signe d’une inaptitude. Dans cette mouvance,
naissent les théories béhavioristes'®, theses selon lesquelles il faudrait

13. Socrate : Theetete. !
14. J.-J. Rousseau : L’Emile, livre IIl.

15. Behaviorisme : étymologie : de I’anglais behavior qui signifie comw
chologue J.-B. Watson (1878-1958) que I'on doit ce nom. Le behaviorisme i ne th
la psychologie qui veut promouvoir la psychologie au rang de science o
gnant un modele biologique. Il propose d’établir des lois constanm%
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s’en tenir a I'étude systématique des comportements et des rapports qui
existent entre les stimulations et les réponses de I’organisme. Les travaux
de Skinner (1904-1990) développent des théories sur le langage et I’ap-
prentissage fondées sur la these selon laquelle la répétition réguliere des
mémes stimulations finit par produire des comportements et des savoir-
faire. :

* Plus récemment, les conceptions constructivistes ont largement contri-
bué a mettre en cause ces conceptions antérieures. Piaget en particulier
développe I'idée que c’est en agissant que I’on apprend. Les connais-
sances ne s’accumulent pas comme des strates. Elles passent d’un état
d’équilibre a un nouvel état d’équilibre apres d’étre trouvées dans une
phase transitoire au cours de laquelle les connaissances antérieures étaient
remises en cause. Surmonter ce moment de déséquilibre suppose une
réorganisation des connaissances intégrant les nouveaux acquis au savoir
ancien. La résolution d’une difficulté cognitive aboutit alors a un nouvel
équilibre (principe d’équilibration).

¢ C'est a Bachelard que I’on doit la notion de représentation spontanée
a propos de certains phénomenes. Il développe alors I'idée des obstacles
causés par I’existence méme de ces connaissances premieres'. On voit
alors que l'erreur prend sa place « naturelle » dans ces nouvelles
approches et que les situations-problémes présentées aux éleves consti-
tuent un levier important pour faire évoluer leurs représentations et leurs
procédures.

¢ Ces dernieres théories sur I’apprentissage ont été reprises et complé-
tées par I'idée que I’appropriation collective des connaissances pouvait
favoriser les acquis individuels par le réle des confrontations, des pro-
ductions d’écrits en particulier.

Depuis un vingtaine d’années, de nombreux chercheurs on travaillé sur
les conditions d’élaboration, de mise en place, de gestion de situations
permettant la construction, par le sujet, du savoir visé par I'enseignant.

16. Dans La formation de I'esprit scientifique, Bachelard expose une liste d’obstacles qui inter-
disent I'approche scientifique. Il repere en particulier I’obstacle substantialiste. Voici un court
extrait (pages 102-103) qui illustre cet obstacle dans le cadre d’une expérience sur I'électri-
cité statique : « Que les corps légers s'attachent a un corps électrisé, c’est 1a une image immé-
diate — d'ailleurs bien incompléte - de certaines attractions. De cette image isolée, qui ne repré-
sente qu’un moment du phénomene total et qui ne devrait étre agréée dans une description
correcte qu’en en fixant bien la place, I'esprit préscientifique va faire un moyen d’explication
absolu, et par conséquent immédiat. Autrement dit, le phénomeéne immédiat va étre pris comme
le signe d'une propriété substantielle : aussitot toute enquéte scientifique sera arrétée ; la réponse
substantialiste étouffe toutes les questions. C’est ainsi qu’on attribue au fluide électrique la qua-
lité « glutineuse, onctueuse, tenace. (...) Si I’on n’intériorisait pas cette métaphore, il n 'y
aurait que demi mal ; on pourrait toujours se sauver en disant qu'il ne s'agit pas la que d’un
moyen tl‘adulre, d’exprimer le phénomene. Mais, en fait, on ne se borne pas a décrire par
un mot, on explique par une pensée. On pense comme on voit, on pense ce qu’on voit : une
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Des recherches se sont développées, ont établi des résultats qui per-
mettent de mieux comprendre les phénomeénes d’enseignement des
mathématiques. Ainsi s'est constituée une science nouvelle appelée didac-
tique des mathématiques. Elle propose des méthodes et des outils pour
analyser des faits, mieux identifier et prévoir des phénomenes, pour
construire des séquences de classe.

Comme toute science, elle élabore des concepts, elle se dote d’'un voca-
bulaire précis qui permet d’identifier les objets dont elle se sert.

Qés maintenant, précisons quelques mots utilisés dans le champ de la
didactique en commencant par reprendre une définition de la didactique
des mathématiques empruntée a | Encyclopaedia universalis.

«la fiidadique des mathématiques étudie les processus de trans-
mission et d’acquisition de cette science, particuli¢rement en
situation scolaire. Elle se propose de décrire et d’expliquer les
phénoménes relatifs aux rapports entre son enseignement et son
apprentissage. A terme, elle se propose d’améliorer les méthodes
et les contenus de I'enseignement, (...) assurant chez 'éléve la
construction d’un savoir vivant (susceptible d’évolution) et fonc-

tionnel (qui permette de résoudre des problémes et de poser de
vraies questions). »

Pour résumer, on peut dire que : X

- la djdactique des mathématiques fournit des outils professionnels &
I'enseignant, tout en préservant sa liberté pédagogique ; ‘ P
— elle permet d'identifier des faits, d'analyser des phénomeénes d’.ﬂ)&F
gnement ; & i)
~ elle permet d’analyser des productions d'éléves, d’interpréter des
erreurs ; a1 T
~ elle vise la construction de situations d’apprentissage et donne 8 l';n-
seignant des outils pour les réaliser.

L'approche constructiviste des apprentissages, nous |’avons vu, s'inté-

resse aux situations rencontrées par les éléves. Reprenons les différents
sens de ce mot :

Une situation désigne I'ensemble des circonstances dans lesquelles
se trouve un individu, les relations qui I'unissent a son milieu, et

:’et:lsemble des données qui caractérisent une action ou une évo-
ution.

Mirw

Exgmple : une avalanche est une situation climatique. ol
Le jeu de la bataille navale est une situation. Il y a une régle du jeu, du
matériel, une histoire du jeu, etc.

2A

fesseur) a I'intention d’enseigner a un autre individu (en général

Une situation est didactique lorsqu’un individu (en général le pro-
I I’éléve) un savoir donné.

Par exemple, hors milieu scolaire, des enfants jouent a la bataille navale.
Ils peuvent acquérir des savoirs. La situation est alors non-didactique. Ce
jeu peut étre proposé a des éleves avec une intention d’enseignement ;
dans ce cas, la situation est didactique.

On appelle situation d’apprentissage une situation qui permet a
un sujet de passer d’un état de connaissance a un autre état de
connaissance.

Ces trois définitions sont trés générales. Les situations qui permettent
I'apprentissage d'un savoir officiel dans une perspective constructiviste
intéressent les didacticiens. Pour cela, de telles situations doivent pro-
poser un probleme. L'éléve doit pouvoir y engager une stratégie de base,
'est-a-dire une stratégie déja disponible, et construire ou reconnaitre la
ou les stratégie(s) optimale(s) qui correspondent au savoir visé par le pro-
fesseur. L’apprentissage consiste alors en des changements de stratégies
identifiés par les éleves. Ces situations peuvent comporter une phase
d'action, permettre des débats, nécessiter des preuves, des démonstra-
tions sur la base d’un langage commun, permettre des rétroactions acces-
sibles au sujet sans I'aide ou I'intervention de 'enseignant. Le professeur
est donc amené a fabriquer des situations dans lesquelles le savoir visé
est |a stratégie optimale. Mais dans la mise en place de la situation, pour
que I'enjeu intellectuel existe pour les éléves, son intention d’enseigne-
ment ne peut pas étre dévoilée. C'est un exercice important et difficile !

On appelle situation a-didactique la part de la situation didac-
tique dans laquelle Vintention d’enseignement n’est pas explicite
au regard de I'éléve,

Dés lors, celui-ci a un but a atteindre mais ne sait pas a priori comment.
Cest & lui de prendre des décisions, d’engager des stratégies, d'évaluer
leur efficacité... On mesure I'importance de la présence de rétroactions.
L’enseignant peut par exemple proposer un jeu similaire au jeu de la
bataille navale. Le jeu se joue a deux. Les éléves savent jouer a la bataille
navale traditionnelle. Le professeur propose des grilles différentes pour
que le codage ABCD..., 1234... ne soit pas utilisé d’emblée sans étre
ressenti comme nécessaire par les éleves.
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exemple de grille

Trés vite se pose la question de I'exploration du quadrillage et d’un repé-
rage commun. Le professeur fait I'hypothése que les éléves élaboreront
un codage (lignes et colonnes ou tout autre systéme). Il construit ainsi
une situation a-didactique, a partir du jeu initial, en modifiant les régles
pour optimiser |"apparition de stratégies mettant en ceuvre le savoir visé.
Comment faire pour que le probléme qu‘a inventé I'enseignant devienne
le probléme que va chercher a résoudre I'éléve 2 Pour reprendre un vieux
terme de droit adapté a la question de la transmission des savoirs : com-
ment faire la dévolution'” d’une situation a un éleve ?

On appelle dévolution d’une situation a-didactique I'ensemble
des conditions qui permettent a I’éleve de s’approprier la situa-
tion : enjeu intellectuel et contexte favorable.

« La dévolution consiste, non seulement a présenter a I'éléve le jeu auquel
le maitre veut qu’il s'adonne, (consigne, régles, but, état final...) mais aussi
a faire en sorte que |'éléve se sente responsable, au sens de la connais-
sance et non pas de la culpabilité, du résultat qu’il doit rechercher'®, »
Bien souvent la consigne du maitre ne suffit pas a réaliser la dévolution
de la situation. Ainsi des temps de découverte de matériel, de jeu libre,...
sont souvent nécessaires.

Lorsqu’on demande a des éleves de grande section ou de C.P. d"aller
chercher en un seul voyage des objets conformes a une liste donnée, la
dévolution de la situation comprend des phases au cours desquelles les
enfants peuvent faire plusieurs voyages afin de leur permettre de bien
intégrer les consignes. Malgré tout, on rencontre des éléves qui exécu-
tent ce travail uniquement pour faire plaisir au professeur.

La dévolution de la situation fait appel a la motivation des éléves : ils
acceptent le jeu que I'on propose. Elle ne peut étre réduite a cela, Il
faut que les éleves aillent au-dela du jeu, recherchent des stratégies
gagnantes, soupgonnent un enjeu de savoir.

17. Dévolu : terme de jurisprudence, Qui est transporté, transféré, échu, acquis par droit.
Dévolution : Attribution des biens 3 une ligne successorale par suite de 'extinction ou de la
renonciation de I'autre. (Littré)

18. G. Brousseau : Actes de |'université d'été d'Olivet, 1988, p. 89.
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LAGIIVIIE
MATHEMATIQUE
EN CLASSE

L'observation des faits d’enseignement est une activité com-
plexe pour laquelle il faut se former. Entrons dans une classe
de I’école primaire pendant une séquence de mathéma-
tiques. Le professeur organise le travail, les éléves répon-
dent aux sollicitations. Mais que retenir en tant qu’obser-
vateur ? Quelles informations recueillir, quelles analyses
conduire ? La réponse ne va pas de soi. apprentissage de
I'observation des faits d’enseignements permet de mettre
en évidence des phénomeénes dont I'étude est I'objet méme
de la didactique.

ftudions une séance de mathématiques a travers la transcription qui en
a été faite. La lecon a été filmée avec une caméra vidéo, les échanges
dans un groupe de deux éléves, Julien et Elise, ont été enregistrés avec
un magnétophone. Le tout a été retranscrit mot pour mot sur papier. Tout
observateur, en prenant des notes, effectue déja un filtrage et ne peut
donc restituer une chronique aussi précise. Or, ce n’est bien souvent
qu‘apres coup que |'on peut se rendre compte si telle ou telle remarque
était importante pour I'analyse de la séquence.

A I'issue de cette lecture une liste de questions et des éléments de réponse
sont proposés. Cette liste donne une idée de |'étendue des interrogations
qui peuvent surgir de I'observation des faits d'enseignement.

UNE SEANCE DE MATHGMA'I'IQ%ES
A L'ECOLE ELEMENTAIRE )

La transcription qui suit relate une séance de 20 mn dans une classe de
C.M.1"? ainsi que les échanges entre deux éléves (Julien et Elise) au cours
de ce moment.

AL S

19. Cette legon est inspirée du travail d'observation « Ftude en Didactique des Mathématiques :
observation, legon du 10 janvier 1991 », M.C. Chevalier, IREM de Bordeaux, 1991,
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9h30
Installation des éleves

»

Le MAITRE : Vous allez travailler par groupes de 2. Je vais vous présenter
une petite situation sur laquelle vous allez travailler, que vous allez devoir
trouver sur feuille. Je vous présente le texte, je ne I'écris pas au tableau.
J'écris juste les nombres qui vont vous étre utiles.

Un bricoleur veut fabriquer un banc en planches de deux virgule neuf

metres de long.

Il écrit au tableau : Am ‘?mm; de 2,5 'm.dl QM\%

Un banc de deux virgule neuf metres de long. Est-ce que tout le monde
sait comment se construit un banc ?

LEs ELEves : Non !

Le maiTRE : Il choisit des planches qu’il met bout & bout. Donc pour faire
ce banc, il dispose de cing planches dans une remise mais évidement il
ne veut pas aller chercher et transporter des planches qu’il n’utilisera pas.

Il va donc choisir celles qui conviennent le mieux pour réaliser ce banc.
Alors les cing planches, je vous donne les longueurs :

Il écrit: B :AM;A,QM}J,4M;4‘3344;0|3%

Alors votre travail, c’est d’essayer d’aider ce monsieur a trouver quelles
sont les planches qui, mises bout a bout, vont donner cette longueur de
deux virgule neuf metres.
Il montre 2,9 m.
UN ELEVE : Mais, on peut en prendre plusieurs ?
LE MAITRE : Est-ce qu’on peut n’en prendre qu’une seule. Yann ? Non, bien
entendu, on en prend plusieurs. Donc, c’est a vous de trouver quelles
sont les planches et bien sar combien il en faut.
UN AUTRE ELEVE : Mais, il y en a plusieurs de chaque ou une seule de chaque ?
Le MAITRE : Il y a une seule planche de chaque longueur. Il n’y a que cing
planches.
Il montre les mesures écrites au tableau.
UN AUTRE ELEVE : Est-ce qu’il peut les couper. |
Le MAITRE : Non, il n’a pas le droit de les couper. Il utilise les planches
tel quel.

9h37
Le MEME ELEVE : )"ai trouvé le résultat !
LE MAITRE : Bon, mais... Vous allez travailler par groupes. il faut que chaque
groupe soit capable d’expliquer comment il a fait. C’est surtout ¢a qui
est votre travail. Bien entendu vous pouvez... si vous avez trouvé déja,
et bien tant mieux mais vous devez étre capable d’expliquer tout seul,
enfin par groupe, un de chaque groupe doit étre capable d’expliquer la
méthode qu'il a utilisée pour trouver, vous travaillez a deux.
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Distribution des feuilles

Le maitre fait I'hypothése que les enfants vont utiliser spontanément leur
savoir relatif aux fractions décimales :

1,57=1+24 -2

10 100
L [P S
10 100
donc 1,57+ 1,33 =(1+2+-Z )4 (1 + 3 +-3)
10 100 10 100

1,57+1,33=(1+1)+2+3)+¢Z +-3)
10 10 100 100
1,57+1,33=2+84,10
10 100
1,574 13842 42
10
1,57+1,33=29

ELise : On va essayer un metre... non, ¢a ne va pas... déja avec
un metre et zéro trois...

Julien écrit sur son cahier : 4 pm. + 0,3 =4 ,3

Elise écrit la méme chose.

Evise : Non, ¢a va pas parce que si tu fais un metre plus... ca
Entre fait un metre trois...

eux
Elle écrit : 4,% + 4,4 = 2,4
JULIEN : Aprés deux metres quatre...
Euise : Pour faire deux métres neuf... attends... si on fait un metre

trente-trois plus un metre... non, deux métres trente-trois. .. ca
va pas.

9h43
Le MATTRE : Il y a plusieurs mél*;:des pour trouver, il y a plusieurs méthodes.

Vous pouvez trouver plusieu § méthodes et voir si elles donnent le méme
résultat par exemple.

9ha4

Euse : On va essayer un métre trente-trois, non un virgule trente-
trois je veux dire, un virgule trente-trois metres, c’est bon...
JULEEN : Moins...

Entre | ELSE : On ne pas couper !

eux JULEN : Ah, ouil
Euise : Plus.... Qu'est-ce qui pourrait aider ?
JULIEN : Zéro trois.
Euse : On va essayer, parce qu’apres. ..

31



g
lULlEN Ca va faire trente-trois, heu, trente-six. Non, ¢a va pas
trente-six, C'est trop grand parce que... Ah non, un métre trente-
six !

Euist : Si ga fait un metre trente-six, ca fait plus... (il barre).
Juuien : Il faudrait que ca fasse deux métres neuf...

Eust : Ha Ga... Attends, attends un métre cinquante-sept, un

metre,
Entre JULIEN @ Un metre cinquante-sept plus...
eux Euse : Zéro trois, ¢a fait un meétre soixante... non !

Elle écrit: 4,5% + 0 )3 = = ,60

Juuien : Combien t'as trouvé ?

Euse : Non, 1a c’est faux, non, non, non, c’est faux, c’est faux,
on ne peut pas... un métre cinquante-sept plus zéro trois ga fait
un métre soixante...

JULIEN : Un meétre cinquante-sept plus zéro trois... si tu fais. ..
Euse : Non, non... un virgule cinquante-sept plus zéro virgule
trois égale un virgule soixante...

9h45
Le MAITRE : Allez, qui est capable ? On pose les stylos !
JuLEN : On n’a rien trouvé !

Maintenant c’est fini la recherche et on va écouter les solutions propo-
sées. Ca y est ? Richard ? On y est ? Paul-Eric ? Qui a trouvé quelque
chose et veut venir I'expliquer 2 Alors, quel groupe commence ? Cédric ?
Allez, tu passes au tableau, tu viens nous expliquer ce que tu as fait, fort,
pour tout le monde,

I donne une craie a Cédric.

Cepric : Alors, je ne trouvais pas au début et ensuite je me suis dit quen
prenant les deux plus grands nombres, je pourrais trouver un résultat.
Un metre cinquante-sept et un métre trente-trois, ca donne deux métres
quatre-vingt-dix.

Le maiTRE : Comment ¢a, un métre cinquante-sept et un métre M ?
C'est-a-dire ?

Ctoric : ) ai fait une addition,

LE MAITRE : Ha, alors, tu nous montres comment tu as fait cette addition.
Cédric écrit sans commentaire : ,

3¢ | >
+1, 33 e e
2,90 o. li "'*'4‘*‘(:'
LE MAITRE : Laissez le faire ! ) ;.s“: M

32 !

Il cache avec la main le 0.

| Euse : Ha, ouais ! Elle est bien !
Le MAITRE : Bon, mais est-ce que tu peux expliquer aux autres pourquoi
tu as fait une opération comme ¢a ? Parce qu‘on ne les a jamais vues
les additions comme ¢a. Pourquoi tu as additionné ce 7 avec ce 3 ? Ce
5avecce3?Celaveccel ?
Il montre les chiffres au tableau.
Ceoric : Ici, il y avait une virgule, Il faut mettre les virgules en face.
Il montre 1,57 puis I'opération posée.
Le MAITRE : Ha ! Il faut mettre ! Qui t'as dit qu’il fallait mettre — chut — est-
ce qu'on I'a dit ¢a en classe ? Non ! Chut...
CEpric : La virgule représente le metre.

- | Euise : Oui, voila !
ez,‘m Juen : Quest-ce qu'il dit ?
ELise : Oui !

Le MAITRE : Ha | Toi tu penses que la virgule, ici, représente le métre donc
qu’est-ce que tu t'es dit ensuite ? Si la virgule représente le metre, que
représentent les autres chiffres ?

JULEN : Et bien, les décimetres !
Entre Euise : Les centimetres !
eux JUuLEN : Dé - ci - metres !
fuse : D'accord !

Céoric : Cinq les décimetres.

LE MATTRE : Oui et...

CEDRIC : Sept centimetres.

Le MAITRE ; Oui et dessous...

Cépric : Un meétre, trois décimetres, heu, trois décametres, déci...

LE MAITRE : Décimétres |

CEpric : Et trois centimeétres.

Le mAITRE : Et alors, tu as ajouté 2 Qu’est-ce que tu as fait alors ?

CEoric : J'ai additionné !

LE MAITRE : Les...

Ceoric : Un métre cinquante-sept et un métre trente-trois, ¢ca m’a donné
deux metres quatre-vingt-dix.

Le MAITRE : Bon, est-ce que tout le monde a bien compris la méthode
utilisée par Cédric ?

I&uam:m,‘m P o4

Les ELéves : Oui... A e gl

Le maiTRE : Paul-Eric nous dit que c'est la plus facile. Pas forcément,
Dis-moi, Cédric, qui ce: ‘a appris. Tu savais a I'avance ou bien tu
as trouvé tout de suite ?

33



LE MAITRE : Qui est-ce qui sait déja faire ¢a ?

Une douzaine de doigts se lévent.

Qui ne sait pas ? Qui n'a jamais fait ¢a avec des virgules 7 Jamais on
n‘a fait une addition avec des virgules en classe ?... Qui est-ce qui n’a
jamais fait non plus ?

Aucun doigt ne se léve, les enfants se regardent.

9h50

B FEtude des faits observés

En reprenant le texte ci-dessus nous pouvons relever des faits et poser
des questions qui nous auraient sans doute échappées lors d’une obser-
vation en temps réel.

— Exercice traité

1. Nous avons des indications sur I'heure, le temps qui s’écoule.
Peut-on qualifier les différents moments ?

2. L'organisation de la classe par groupes de deux éléves est-elle
importante ici ¢

3. Le maitre emploie le mot « situation » et non le mot « pro-
bléme » ou « exercice ». Y a-t-il une raison a cela ?

4. Il annonce qu'il n'écrira pas le texte au tableau mais seule-
ment « les nombres qui vont étre utiles ». En fait il écrit également
les mots « banc », « planches »...

5. Y a-t-il une différence de sens entre « deux virgule neuf
metres » et « deux métres neuf » ¢

6. Quel est le réle joué par toutes les questions posées par les
éléves aprés la lecture de I'énoncé 7 Sont-elles de méme impor-
tance ?

7. La remarque d’un éléve annongant qu'il a trouvé le résultat
est-elle ignorée par le maitre ? Par les autres éléves ?

8. Comment les éléves peuvent-ils savoir si leurs hypothéses
de travail sont justes ?

9. Quelle est la tiche des éléves ? Trouver les planches que le
menuisier doit employer ? Expliquer la méthode utilisée ? Qu'est-
ce qu'une « méthode » pour un éléve 7

l 10. Comment comprendre la phrase de Julien « Non, ¢a va pas

trente six, c'est trop grand... » ?

11. Qu'aurait écrit Elise A la suite de 1,33 + 0, si elle avait terminé

son calcul ? Comment expliquer sa remarque « La, c’est faux » 7
] 12. Peut-on expliquer les erreurs commises par Julien et Elise ?

13. Pourquoi Cédric a-t-il choisi les deux plus grands nombres ?
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| enfaces?
| 15. Que penser de la question « Si la virgule représente le métre, que
| représentent les autres chiffres ¢ » et des explications qui suivent ?
| 16. Les éléves (en particulier Julien et Elise) ont-ils compris la
méthode utilisée par Cédric ?
| 17. Que vient faire ici le frére de Cédric ?
18. L’hypothese du maitre (cf. page 31) est-elle valide ?
19. Que penser de I'« habillage » du probléme ?
20. Pourquoi I'énoncé est-il donné oralement ¢

Les questions précédentes renvoient a des objets d’observation différents :
I'enseignant, les éleéves ou un éléve particulier, le savoir en jeu, des consi-
dérations sur le savoir en jeu...

Eléments de réponse

1. Le temps et les différents moments

9 h 30 a9 h 38 : mise en place de l'activité.

Installation des éléves, consigne et explication de la consigne, distribu-
tion du matériel.

9 h 38 a 9 h 45 : recherche du probléme par les groupes d’éléves.

9 h 45 a9 h 50 : correction par un éléve au tableau sous le contréle du
maitre.

2. Organisation de la classe par groupes de 2 éléves

Théoriquement le travail a I'intérieur d’un groupe permet aux éléves de
confronter des points de vue différents, de rechercher une stratégie et de
la mettre a I'épreuve.

L'organisation par groupes de 2, bien que facile a mettre en place, n'est
pas pertinente ici :

- le maitre ne peut pas s'intéresser a chaque groupe ;

~ de ce fait chacun peut rester sur une position individuelle.

Une organisation par groupes de 4 ou 5 avec consigne de mettre au point
une stratégie et d'étre capable de la décrire aurait donné un déroulement
différent. Les éléves auraient pu essayer de nombreuses combinaisons
en se répartissant les charges de calcul. Le maitre aurait pu organiser une
confrontation des stratégies et un débat sur la méthode a utiliser pour
résoudre le probléme.

3. Choix faits par le maitre dans I'énonciation des consignes

Le choix du mot situation plutdt que probléme peut renvoyer a :

— I'histoire de la classe ;

— un choix délibéré du maitre ;

— l'expression d’une incertitude quant a la terminologie a employer...
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Par contre, le mot exercice n'est pas utilisé car il est généralement réservé
a des applicatiorfs directes de cours.

4. « Texte » écrit au tableau

Lorsque le maitre annonce qu'il n’écrira que les nombres au tableau et
qu'il rajoute les mots « banc » et « planches » il oscille ici entre écrire
le minimum de choses (afin de ne pas surcharger le tableau) et mettre en
relief les informations pertinentes,

5. Sens des expressions « deux virgule neuf métres »

et « deux métres neuf »

La premiere écriture « deux virgule neuf metres » fait appel aux nombres
décimaux et utilise comme unité de mesure le métre (on écrira 2,9 m).
La deuxieéme « deux metres neuf » ne fait appel qu‘aux entiers et utilise
le métre comme unité de mesure associée au premier entier et laisse
implicite I'unité de mesure associée au deuxie@me. Il y a ambiguité : dans
ce contexte on comprendra « deux metres et neuf décimetres » (2 m
9 dm) alors que dans un autre contexte, on pourrait comprendre « deux
metres et neuf centimeétres » (2 m 9 cm) ce qui correspond davantage a
I'usage courant d'une telle expression.

6. Les questions des éléves apreés lecture de I'énoncé

Les questions des éleves permettent de construire le sens de I'énoncé du
probléme. Elles sont nécessaires au maitre qui doit s'assurer de la com-
préhension de la consigne. Elles traduisent un mode de fonctionnement
de la classe ol poser des questions est naturel avant de se lancer dans la
recherche. Elles ne signifient pas que les éléves ont des difficultés de
compréhension mais au contraire qu'ils suivent parfaitement.

La premiére a une réponse (mathématiquement) évidente alors que les
deux suivantes ont comme effet de faire préciser la consigne.

7. « J7ai trouvé le résultat »

Dans une classe, on a souvent de telles remarques. Elles proviennent
généralement d'éleves qui veulent attirer I'attention sur eux. Dans ce cas
1a, elles sont ignorées par le maitre et les autres éléves.

Plus rarement elles peuvent provenir d’un éléve qui a effectivement trouvé.
Elles peuvent alors déclencher une réaction de lassitude ou d'admiration
chez les autres éleves. Le maitre est généralement conduit, pour que I"ac-
tivité puisse avoir lieu, a « faire taire I'éléve » en lui demandant de gar-
der la réponse pour lui tout en rédigeant la solution ou bien en lui pro-
posant de chercher d’autres solutions éventuelles.,.

8. Savoir si I'on a juste ou non

Dans cette séquence, rien ne permet aux éléves de savoir si I'hypothése
qu'ils ont faite est juste ou non. C'est seulement |’acceptation ou le refus
du maitre qui servira de validation.

9. La tiche des éléves

L'enjeu, pour les éleves, est de trouver les bonnes planches, les bons
nombres. Celui du maitre semble étre « trouver la méthode qui permet

36

.

N Vo N b Ve Y N N A S e M v v T *

AL LRI FUD AIAD SR D o, L0 U T COL aua iU 1S, 11 e e
pas évoqué au moment de la correction. Ce constat peut nous laisser
penser que le choix de la situation n’était peut-étre pas adapté aux objec-
tifs que s’était fixés le maitre ou a la réalité de la classe.

10. « Trente six, c’est trop grand »

Le nombre a atteindre est 2,9. Julien exprime sans doute I'idée qu’un
nombre de la forme ..,36 ne peut convenir, car 36 est trop grand par rap-
port a 9. Peut-on en déduire qu'il pense que 2,36 est supérieur 3 2,9 7
Rien ne permet d'aller jusque-la avec cette simple remarque.

11. Elise et les calculs

Elise.aurait sGrement écrit 1,33 + 0,3 = 0,36 puisqu’elle ne réagit pas aux
propos de Julien. « La c’est faux » ne remet pas en cause la somme
1,60 = 1,57 + 0,3 mais simplement le fait que ce ne sont pas les bons
nombres car on n’arrive pas a 2,9.

12. Les erreurs de Julien et Elise

Elles renvoient a des conceptions erronées des décimaux. Un décimal
est souvent considéré comme deux entiers séparés par une virgule ou bien
comme un nouveau codage d'un nombre entier obtenu dans un nou-
veau systéme de numération ou on aurait changé de groupement unité.
Par exemple pour ajouter 1,57 et 0,3, la premiére conception?® auto-
rise le traitement séparé des parties entiéres et décimales : 1 + 0 =1 et
d’autre part 57 + 3 = 60. En « recollant » les morceaux on obtient alors
1,60.

20. Le terme de « conception » est utilisé en didactique des mathématiques selon au moins
deux acceptations. Dans sa thése « Aires de surfaces planes et nombres décimaux. Questions
didactiques liées aux éléves en difficulté aux niveaux CM-6° » (chap. 7, IREM de Paris VII, 1992,
pp. 380-381), M.-). Perrin rappelle ces deux usages qui sont :

« Le terme “conception” est employé dans les travaux de didactique en référence 3 deux points
de vue nettement différents bien qu'assez étroitement reliés :

- Unas lié au contenu et aux situations, aux problémes qui le mettent en scéne : par
exemple, Ml Artigue et ). Robinet examinent différentes conceptions du cercle associées A des
définitions ; ces définitions sont équivalentes mais correspondent A des points de
vue différents ». On pourrait dire : il y a plusieurs fagons de concevoir (en terme de définition
dans le savoir savant) un cercle. Cet aspect est utilisé dans I'analyse, a priori, d'une ingénierie
didactigue. Par exemple, Harrisson Ratsimba Rajohn (RDM, vol 3/1, 1982, pp. 65 4 113) a
mis en évidence deux canceptions différentes de rationnels, la commensuration et le fraction-
nement de I'unité qui comespondent 3 deux ensembles différents de connaissances. Dans ce
cas, le didacticien se préoccupe de faire le point sur plusieurs approches (d’un méme objet
mathématique) aboutissant & des définitions différentes de cet objet.

~ Lautre aspect se situe plutdt au niveau des éleves et s'intéresse aux conceptions Justes ou
fausses qu'un éldve est susceptible de mettre en ceuvre dans une situation donnée pour résoudre
un probieme. Il est utilisé dans I'analyse des erreurs des éléves, Ces conceptions erronées des
éleves ont, en général une parenté avec des conceptions justes mais dans un autre domaine de
validité par exemple.

M.-). Perrin écrit ensuite : « les deux aspects dont nous avons parlé sont étroitement reliés parce
que les conceptions que les éléves mettent en ceuvre dépendent des problemes qu'ils traitent
et des situations ol ils sont placés ». L' auteur nole ensuite que « chez les éléves peuvent coexis-
ter des conceptions erronées, voire contradictoires sans que I'éleve soit conscient de la contra-
diction, ou en tous cas, en tienne comple ».
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Avec la seconde conceptioﬁ/, I’éleve considere que le nombre 1,57 peut
s’écrire 157 ; due le nombre 0,3 peut s’écrire 03 ou 3. Il ajoute alors
ces deux entiers et obtient 160. Pour retrouver « la forme » initiale, il
introduit une virgule en respectant |’ordre de grandeur et obtient 1,60.
13. La méthode de Cédric

Pourquoi le choix des deux plus grands nombres ? Seul Cédric pourrait
le dire et encore... On peut faire I’hypothése que Cédric a fait des cal-
culs, en cherchant a obtenir 9 comme derniere décimale, qui aboutis-
saient toujours a des nombres plus petits que 2,9. Fort de cela, il a peut-
étre changé de stratégie en cherchant a obtenir une somme importante
et donc en choisissant d’emblée des nombres grands.

14. « Il faut mettre les virgules en face »

Ce phénomene est courant chez les éléves qui cherchent des lois strictes
a appliquer, des lois sécurisantes.

Cette affirmation de Cédric fait penser a une regle (« il faut ») qu’il aurait
apprise ou constatée. Elle est exprimée dans son langage : I'expression
« en face » voulant dire I'une en dessous de Iautre

15. « Sila virgule représente le métre, que représentent les autres chiffres 2 »
La virgule est-elle un chiffre ? Cette question laisse pointer des confu-
sions, une mauvaise maitrise du savoir mathématique en jeu. Les expli-
cations qui suivent sont tout aussi confuses et les enfants se trouvent
entrainés dans ce discours. On trouve la un effet de la méthode utilisée
par le maitre : c’est « |'effet Topaze »2'. Le maitre fait dire aux éléves ce
qu’il veut. Il a besoin, a ce moment-la, de récupérer la situation qui a
failli lui échapper a cause de Cédric qui savait déja ajouter des nombres
a virgule.

16. Julien et Elise jugeant la méthode de Cédric

Ce que présente Cédric convient tout a fait a Julien et Elise. Ils acceptent
les explications présentées car ils percoivent une logique, des régulari-
tés dans I’exposé de Cédric. On ne peut pas pour autant conclure qu’ils
ont compris la méthode utilisée.

17. Le frére de Cédric

A-t-on le droit d’exposer a I’école des connaissances acquises a I'exté-
rieur 2 C’est une question qui se pose tout au long de la scolarité. Par
cette affirmation, Cédric fait référence a une autorité extérieure qui détien-
drait la vérité.

18. L’hypothése du maitre

Dans ce que nous montre la transcription : travail de Julien et Elise puis
méthode utilisée par Cédric, on ne voit a aucun moment des éléves avoir
recours aux fractions décimales. On peut donc penser que le maitre a
mal évalué les connaissances disponibles.

21. Cf. définition de I'« effet Topaze », p. 73.
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19. L'« habillage » du probleme

Le vocabulaire employé est familier aux enfants mais la mise en scéne
apparait quelque peu artificielle : un banc de 2,9 m, plusieurs planches...
20. L’énoncé oral

La présentation orale d’une situation évite les difficultés de lecture et
centre |'activité des éleves sur |I’objectif mathématique.

Les différentes questions abordées dans cette analyse peuvent étre réor-
ganisées a I'aide d’'un modele.

ANALYSE A L’AIDE D’UN MODELE

Les différentes questions de I'analyse précédente renvoient a des objets
différents.

Par exemple, la question 5. est une interrogation sur le savoir en jeu alors
que la question 7. renvoie aux relations entre le maitre et les éleves.
Notons qu’une formation en pédagogie générale ne permet pas de
répondre a la question 5. ni méme d’envisager une telle question.

Il est intéressant de réorganiser les faits observés afin d’identifier les dif-
férents parametres qui interviennent dans une situation puis d’évaluer
I’espace de liberté de |’enseignant dans ses décisions.

Le schéma?? ci-dessous sépare « le savoir », « le maitre », « I'éleve »
(ou un groupe d’éléves) et la « situation » et permet d’envisager les inter-
relations entre ces poles.

Mattre / Savoir Savoir / Eleve

Maitre / Eleve

Maitre / Situation Situation / Eleve

22. G. Brousseau a proposé une approche systémique de la relation didactique. On pourra
se reporter a son article sur « Le contrat didactique : le milieu », RDM, vol. 9/3, La pensée
sauvage, janvier 1990.
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—kxercice (corrigé page 211) fis

Compléter te schéma en inscrivant le numéro des questions qui
renvoient plus particuliérement & un des péles d’observation ou
a des interrelations entre ces poles.

Un modele de ce type peut constituer une aide pour I’observation mais
aussi la préparation d'une séquence et I'interprétation des réactions des
éleves.

RAPPORT AU SAVOIR

Dans la séquence que nous venons d'étudier, |‘observateur assiste a I'ap-
port d’'une information (par Cédric) qui n’est pas traitée comme une hypo-
thése mais simplement admise comme vraie. Méme si le theme se réfere
a des savoirs mathématiques (décimaux), I"activité pratiquée n’est donc
pas de nature mathématique.

Cette conclusion un peu brutale nous améne a aborder I'idée de rapport
au savoir?3,

L'école doit permettre a chacun d’exercer une activité mathématique
c’est-a-dire poser des hypotheses, les valider?* ou les invalider, identifier
le savoir de référence.

Ainsi, un éléve en classe de mathématiques peut faire état de savoirs per-
sonnels acquis a l'extérieur mais la classe nest pas une simple chambre
d‘enregistrement. Toute affirmation inattendue de la part d’un éléve doit
étre considérée comme une proposition, discutée et vérifiée a partir des
connaissances disponibles pour I'ensemble du groupe classe.

Toutefois il est possible de prévoir des situations qui permettent aux éléves
de produire des déclarations fondées sur leurs propres conceptions.
Prenons un exemple : Plutdt que d’exposer les définitions de quelques
figures simples (carré, rectangle, losange, etc.), le professeur demande
aux éléves de rédiger des messages permettant a d'autres éléves de repro-
duire une figure donnée (figure que les premiers éléves ont sous les yeux).
Nous parlerons dans ce cas d’une situation de communication écrite.

— Exercice traité
Dans une situation de communication, des éléves de C.M. ont &

pro-Vire un message écrit afin de permettre i d’autres de construire
une donnée qu’ils nont pas sous les yeux.

23. CI Y. Chevallard : « Concepts fondamentaux de la didactique : mmw
une approche anthropologique », RDM, vol, 12/1, 1992.

24, Valider : &tablir la vérité ; akxsm'halwcwlmlmunmm
de valeur. v R
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Voac: deux messages

1. Le vocabulaire utilisé est-il celui attendu par I'école 7

2. Reconnaitre le type de figures décrites.

3. En quoi ces messages informent-ils sur la fagon dont les éléves ‘
appréhendent ces figures ?

J

Eléments de réponse

1. Le vocabulaire utilisé renvoie a deux registres différents :

~ des termes techniques ou mathématiques comme angle, rectangle ;
~ des termes du langage courant comme forme, déformé...

Les termes techniques n‘ont pas tous le sens que leur accordent les mathé-
maticiens. Ainsi « angle » est utilisé dans le sens de « coin » et non de
secteur angulaire, c’est-a-dire un domaine plan limité par deux demi-
droites de méme origine.

2. M1 décrit un losange alors que M2 décrit un parallélogramme.

3. A travers le message M1 apparait I'idée quun losange est toujours
présenté de la méme maniére, qu‘il occupe une position privilégiée dans
le plan, et donc qu'il se définit par son rapport au plan (en bas, de chaque
cOté.).

Les productions écrites des éléves nous éclairent sur la fagon dont ils
congoivent les figures géométriques et formulent ce qui, de leur point de
vue, les caractérise. Le travail du professeur consiste donc a concilier les
conceptions des éléves avec son projet d’enseignement, en construisant
des situations adaptées. Nous dirons alors qu’un des enjeux importants de
I"activité mathématique en classe consiste a se fonder sur les connais-
sances?’ de base des éleves en vue de produire un savoir officiel.

25. Connaissances et savoir. Nous empruntons 3 |. Centeno et G. Brousseau les définitions sui-
vantes :

Connaissances : « Les connaissances sont les moyens transmissibles (par imitation, initiation,
communication, etc.) mais non nécessairement explicitables, de contrdler une situation et d'y
obtenir un certain résultat conformément 2 une attente ou a une exigence sociale. »

Savoir : « Le savoir est le produit culturel d'une institution qui a pour objet de repérer, d’ana-
lyser et d’organiser les connaissances afin de faciliter leur communication, leur usage sous
forme de connaissances ou de savoirs et la production de nouveaux savoirs. Dans certaines
situations (action formulation ou preuve) le méme résultat peut dtre le fruit d’'une connaissance
de I'acteur ou le fruit d'un savoir, ou les deux. »

F. Conne dans ["article : « Savolr et connaissance dans la perspective de la transposition didac-
tique », RDM, vol. 12/2.3, 1992, p, 225, précise le critére qui sépare I'ordre du savoir de celui de
la connaissance. Se reporter au paragraphe : Rapport entre savoirs et connaissances, pp. 149-150.
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Extrait 1 - J'apprends les maths, CP, RETZ, 1991

ciclatoyor

Muwha—mnmn
colordes de fagon symérque Pourguoi ?

LE SAVOIR EN JEU

Les instructions officielles définissent les programmes d’en-
seignement des mathématiques. Mais comment sont choi-

sis les savoirs que I'on retrouve a I'école ? Sont-ils la de fagon

immuable ou bien ont-ils évolué au fil du temps ? Le savoir '
savant est répertorié dans les théories mathématiques mais |
pour pouvoir étre enseigné a tous les niveaux de scolarité,

il subit des transformations.

DIFFERENTES APPROCHES POUR UN MEME SAVOIR )

Nous allons montrer en quoi un savoir trés clairement répertorié en
mathématiques peut revétir des aspects complétement différents selon 4
la population scolaire a laquelle il est enseigné.

Ce point intéresse tout enseignant :

~ du primaire qui doit apercevoir ce que sera un objet de savoir parti-

culier pour ses éléves quelques années plus tard ;

- du secondaire pour pouvoir élargir le champ de connaissances des .
éleves qu'il regoit. !
Nous allons donc étudier la symétrie axiale a travers différents niveaux
d’enseignement a I'école, au college et au lycée.

— — R— -

ENTOUrE 1o papitons dont les aies sont colonses de tagon syméwique '

Exercice traité —— i it

L’objet « symétrie axiale » figure dans le texte officiel de 1991 « les 32+23+4+11=
cycles a I'école primaire ». Le savoir savant correspondant est ! !
« symétrie orthogonale plane ». On peut repérer les différences s 28+12+7+21=.,..

entre le savoir savant et le savoir enseigné a I'école primaire, au
collége et au lycée. Analyser le savoir tel qu'il apparait dans les six

—
. - + i\
extraits de manuels scolaires ci-aprés. 5 Lorhe 2 rnons e ] Ao o byt e e coorugn s ] Pecormaiosoes Sses ik 30
R L COMOME e
— G e ) oy m.:-:'r--m—-u




Extrait 2 - Math CM2, livre outil, Magnard école , 1988, p. 1/0

LA SYMETRIE PAR RAPPORT

Exercices et problémes

- Trece la figure symétrique de Is figure
noire par rapport @ la droite rouge.

|

. Co massage difficile & ¥re, a été écrit par
symétrie du texte original
Pmoouw-memooewledwﬁmulao

A; tu bnm compris le message 7

iol ab avolus adanedd

fﬁ ]

samiards "t

. Pwms cotte frise, par wnimn sucmum par rapport ouu axes rouqe!
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A UNE DROITE

Exercices et problémes ...

. Pour chaque paire de dessing, rochorche /}
&Il y a symétrie. Si oul, trace I'axe de symé-

trie en rouge. Justifie ta réponse,

. imagine un moyen de représenter le

symétrigue du point blou par rapport & 'axe
de symétrie rouge, Décris et explique ta
démarche.

Reproduis la figure entidre par rapport b Maxe

de symétrie rouge.

. Voici une collection de logos. Cherche les axes de symétrie quand il y on a

-B(°©

. Observe chacune de ces canes. Indique, pour chacune d'slles, le nomive d'axes do

. Cos doux figures sont-elles symétri
ques ? Si oui, trace 'axe de syméwrie

E e — T \
1 1 l’ @ .4:‘:’.‘ i .i
‘ Q 0 'l"l" v

: 0 R ,* 0| PPy |y

.P!iemefeu'hmdwnpusondun,
comme Indiqué. Découpe-la selon un motl!
de ton choix, Déplie ‘la feuille. Que
remarques-tu 7 Marque les axes ot le contre
de symétrie en rouge. )
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GEOMETRIE : W
symétrie par rapport a un axe

Sevole tracer Je symétique d'me figuse per rapport A ua axe Quelconque, ‘

mmmde.....'.............‘..........................

| Complate los b

a. 10 300 1000 b. 10 100 1000
@, qlrlglrlqlcr @’ qlrlaqlelaqlcr

Y0 S IR TR o R (T ) ] i [ ]

27% | . Ira EIEEE [T ] ) e [ )

découverte
Dans le Quartier des Préds. itecte a concu des riar de part ot Fautre

du mur qui sépare les garsges (les sant i lel‘mp-amu'n.hn;wu.munephm
de sa maison of de celle de son voisin,

|
Comphite b dessia pour qu'l reproduise la phioto prise Utilise le transparent ou une feuille de papier calque l

il
u

—

o~ 1 T — —

| o —

-

f
d Reproduis la figure b et constrais son

“« Regp Ia figuro a o is son
symdtnique par rapport A I'see D1, symétrique par rapport & Taxe D2
b
02
a
J
| smmuhngmnammnmupuumumm
" o3
‘ c
|
I4Cloqu-amunuw1ﬂ_nl¢-p-mu‘“ un lage. Rep ol comp
[wmhmmkldCArﬂ-umutld'
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Extrait 4 - Puissance math , Mathématiques 6, Bordas, 1990

SAVOIR

48

Fig.

Fig. 10

rl

1. Transformation

Effectuer une transformation c'est exécuter un programme parfaitement
déterminé permettant d’obtenir une figure F' 4 partir d’une figure F donnée.
La figure F' ainsi ob sappelle formée ou image de F par
cette transformation.,

2. Symétrie axiale

B AXE DE SYMETRIE D'UNE FIGURE

La droite 4 est axe de symétrie pour la figure F si
par pliage suivant 4, les deux parties de la S;J
se superposent (fig. 9).

B FIGURES SYMETRIQUES

Deux figures F, e1 F, sont symétnques par rap<
port & la droite 4 i la droite 4 cst axe de symétnic
de la figure constituée par F, et F, (fig 10).

Quand deux figures F, e F, sont symétriques par rappert 4 s droite
‘A:.::hqn“l‘*-ulm‘tl‘m'phm

Atteation !

oAhM&-Mﬁndnmmd&!M:cmmM
gonale d'axe 4» ou «symétric axiale d'axe 4» ou «symétrie par rap-
port & d».

oAhmatm&hum-.umuﬁnm:ch’d&
l'autre » ou « symétrigue de I'autrew.

B IMAGE D'UN POINT

|
Pour obtenir I'image d'un point 4 par une symé-
trie d'axe 4, il faut effectucr ke programme sui<
vant ©

o Tracer la perpendiculaire 4 4 passant par 4, Elig
coupe den 1.

o Placer le point 4° 1el que / soit ke milieu du
segment [44°).

Fe il fodsla
Al =4 4 est la médiatrice du segment |44 Jet 4°
est 'image de A par la symétric d'axe 4.

Ll

WL U A e A

.

Extrait 5 - Collection Terracher, Mathématiques 2, Hachette, 1990

Notions de base

Duas o spbe, nous s i

1 - Les symétries

symétrie d'uxe 4 :

lossque MEA
o M’ =AM lorsque

M’ est le symétrique de M par ls | M est le symétrigue de M pur

oA eut midmtrky de (M M)

relatives sux samanlden | symndtrie axiale,

symétrie centrale, trass lation ot retatiun (L'expressicn « rtation & angle 2> signifiern « rotation d'angle &
duns be sews directs — suns (mverse des sigailles d'ane mootre )

Fig 1 Fig. 2

syméeric de centre / :
T est le millen de (M, M')

MEd

si M 2 pour image M, alors M & pour image M
on dit que M et Af' somt symetngues
par mppoct £ 4

tout poimt de 4
symétrnque et il
d'autre

est son propre | um seud point et son propee symé-
a'y en a pas | trque; bo centre £ de ks symétrie

1 Soit un losange ABCD. Ouels sont Jes symé-
Arigues dos poists A L, Cet D :

«) Par capport & (AQ) 7

& Par rappert & (BDy 7

2 Comtruire le syméerique d'an poles par
mpgort & e droie donnde, o deux cows
de compas, seulement

3 Sot ABCD en paraliélogramme de centre

0. Préciser lew kmages par 5, des polnts A, B,
CamD

rupport 4 s polst O on wtilisant sewloment ln

|
|
|
l
4 Cosstruire e symétriges 'un polst par ’
right (oon gradede) et Fiquerre.

258 | Les ansformations
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= TII. INVOLUTIONS AFFINES DE €

1 Involutions affines de €
a.  Définition
L'application affine f de £ est dite involutive, si :

fof=1d,  (dentité sur€) |

2 Recherche des involutions affines de €
* Les applications affines involutives admettent nécessairement au moins un point double,
et, pour automorphisme sous-jacent, une involution vectorielle.

* Montrons que toute application affine f admettant un point double, et pour automor-
phisme sous-jacent une involution vectorielle , est une involution affine.

Soit O un point double de f :

VMe€E o(aﬁ)eall)‘ et o(()ﬂ"):(ﬁf’".
Puisque @ est une m\glguon lo;:toncllg:
(Qo@)(OM)=OM"=0OM donc M"=M.

Ainsi, quel que soit le point M de :
(fofy(M)=M  donc fof=id,
* Représentation matricielle. Soit O un point double de I'application affine involutive

f. et @ I'involution vectorielle sous-jacente a f.

Rappelons qu'il existe au moins une base
4 4
B=(i, j)deE telle que la matrice asso-
ciée a I'involution vectorielle ¢ soit de
la forme :
g 0
0 g,

oug e {~-1,+1} ie (1,2}

Soit alors R = (0 ; 7, /) le référentiel
affine associé & cette base et au point inva-
riant O (f (0) = 0).

Le point M de coordonnées (x, y) a
pour image M' = f (M) de coordonnées
(x, v') et

X g 0 x
=
S 0 &) \y
SOit nécessairement ;
xX'=gx; y=gy

M" = M et f est une involution affine.

Rappelons qu'il existe au moins une base
4 4

B=( i J. k) de E telle que la matrice

associée a I'involution vectorielle @ soit

de la forme :

g 0 0
0e 0
00 g

onge (-1,+1}) ie(1,2,3)

Soit alors R = (0 ; 7 /., k) le référentiel
affine associé a cette base et au point inva-
riant O. Le point M de coordonnées (x, y,
z) a pour image M’ = f (M) de coordon-
nées (x', y', 2") et

x' g 0 0 x
y]=10 & 0] |y
z’ 0 0 gl \z

S0il nécessairement :
xX'=gx; Y=gy z'=¢gg2

soit x"=x,

p. 379

* Inversement une application affine qui, rapportée  un référentiel arbitraire, admet une |
représentation matricielle du type précédent est involutive. Si M™ = f (M") a pour coor- |
données x", y" et éventuellement x”, y¥”, 2", alors :

x"mg x'=g?x
et de méme : y" = y et éventuellement " = z. Donc, quel que soit le point M de €,

50
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3 Involutions affines dans un plan affine '

Trois cas se présentent dans un plan affine €.

Lg=¢g=1 aosx'=x; y'=y donc: VMee fM)=M |f=Id
ﬁ

o
y'=—y donc: OM'=-OM

€

(2. g, =8,=-1, alorsx'=-x; ‘
s/ désignant la symétrie de centre O : f=sly ‘
dg=-¢=1, alorsx'=x; y'=-y (AG 11).

— —>

4 9 4 —_— — — 4

Posons: OM=xi + yj. onobtient OM'=xi ~ yj et M'M =0M - OM'=2 yj.
On déduit donc :

>
* le vecteur M'M a la méme direction que A’
(axe Oy) ;
* le point I (x, 0), milieu de MM" appartienta | M) o
A (axe Ox) { ;

—_  — ;
o MM=2IM; o -
\"'(&-v‘l

*M=M <> M=1; M estinvariant si,
et seulement si, M appartient & A (axe Ox).
L'involution affine est la « symétrie d'axe A de direction A" » ; on lanote 5, et

r

Notons que, si: €, =-1, €=+1, f=s5,,.
Conclusion

Si € est un plan affine, les involutions affines f de € sont de la forme suivante :
F=Ud,: f=slg: f=sy,-

2  Etude d’une isométrie négative f de € (riG. 7)

a.  festune isométrie négative arbitraire de € définie par: (A, A', 5 ).

Désignons par O le milicu de AA’ (confondu avec A si A = A') et par la droite qui passe
par O et, est dirigée par A. La symétrie orthogonale s, est une isométrie négative de €
qui admet s ;- comme isomélrie vectorielle associée. Donc, 4 I'isométrie (s,0 fdeg
estassociée syosg=e

(5, 0 f) est donc une translation plane 7 et syof =t

En composant & gauche par s, en remarquant que s, 0 5, =Id . on obtient : | f =5, 01|

Notons A, le symétrique de A’ par rapport 3 ’

A, c'est aussi le symétrique de A par rapport Mix v) my(x + xe.¥)

& la droite passant par O, orthogonale & A. a A A

D'aprés (1). 7

t(A)=(s,0 ) (A)= 5, (A)=A,. o a

—> P

Le vecteur de la translation t est donc V = AA, A

et V appartient 4 A. Donc : i =y W (x4 xo = 7)

| Une isométrie négative f est la composée d’une symétrie axiale s, et d’une
translation 1 de vectear V (V € A).
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Eléments de réponse

* Dans l'activité du Cours Préparatoire, J'apprends les maths, sur la pre-
miére image, on parle « d’ailes symétriques » alors que sur la seconde
on parle « d'ailes colorées de fagon symétrique ». Cette nuance est-elle
voulue ?

Le titre est « la symétrie » mais plus loin on voit « approche de la symé-
trie ». De quel objet de savoir parle-t-on ?

On peut dire ici que : la symétrie porte sur des objets physiques puis-
qu’elle fait intervenir la couleur qui n’appartient pas aux objets géomé-
triques.

* Dans Le livre outil, la question « Ces deux figures sont-elles symé-
triques ? » ignore les objets physiques. Dans le mémento on peut lire :
« la figure noire et la figure verte... La transformation qui permet de pas-
ser d’une figure a I"autre est une symétrie par rapport a la droite rouge. »
Les couleurs interviennent pour désigner des figures mais ne font pas par-
tie de ces figures. On travaille sur des objets géométriques. La symétrie
apparait comme une transformation plane opérant globalement sur des
figures. Le titre mentionne « symétrie par rapport a une droite », ce qui
laisse penser que I'on peut définir une symétrie par rapport a autre chose.
On parle d'axe mais le lien avec le mot droite ne se fait que dans le
mémento. Les figures proposées sont sur papier quadrillé, les axes occu-
pent une position bien particuliére : ils sont verticaux et au centre de la
feuille. On remarque qu'il est question d’« orientation d’une figure ».
Cette notion n'appartient pas au monde des objets mathématiques qui
parle d’orientation du plan.

* Dans Objectif calcul, la symétrie apparait également comme une trans-
formation qui opere globalement sur une figure. Le support n’est pas tou-
jours un papier quadrillé, Iaxe de symétrie apparait parfois en position
oblique.

On peut penser que deux éleves du Cours Moyen qui travaillent avec
ces deux derniers manuels ne vont pas construire les mémes connais-
sances a propos de la symétrie.

* Dans Puissance math 6%, on distingue un axe de symétrie d’une figure
et des figures symétriques. Cette distinction était implicite dans les exer-
cices de Cours Moyen que nous venons d’observer. La symétrie reste une
transformation qui opére globalement sur une figure mais on voit appa-
raitre I'image d'un point comme moyen technique de construction.

* Dans la collection Terracher seconde, sont présentées en paralléle les
symétries axiales et centrales comme transformations ponctuelles.

* Enfin, dans la collection Riche, qui ne correspond plus aux programmes
actuels de terminale scientifique, les concepts mathématiques associés
a la notion de symétrie sont les notions d‘involution, d’application affine,
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et d’isométrie. Il s'agit 1a d’un objet mathématique en relation étroite
avec d'autres objets, avec une place précise dans une théorie.

A travers cette étude, on voit que la distance entre un objet d’enseigne-
ment et un objet du savoir savant dépend du niveau d’enseignement, de
I'époque, des auteurs des manuels...

Ceci nous conduit a exposer un concept de didactique qui permettent
d'approfondir de telles analyses. Il s'agit de |a « transposition didactique ».

TRANSPOSITION DIDACTIQUE

Le mathématicien ne communique pas ses résultats sous la forme o il
les a trouvés. Il les réorganise, il leur donne une forme aussi générale que
possible. Il fait de la « didactique pratique » qui consiste a mettre le savoir
sous une forme communicable, décontextualisée.

L'enseignant fait le travail inverse du mathématicien. Il effectue une recon-
textualisation du savoir. Il cherche des situations qui vont donner du sens
aux connaissances a enseigner.

Pour faire I'objet d’un enseignement un savoir donné subit des transfor-
mations inévitables.

Y. Chevallard a mis en évidence ce phénomene et lui a donné le nom de
transposition didactique.

« Tout projet social d’enseignement et d’apprentissage se consti-
tue dialectiquement avec l'identification et la désignation de conte-
nus de savoirs comme contenus a enseigner. [...] Un contenu de
savoir ayant été désigné comme savoir a enseigner subit dés lors
un ensemble de transformations adaptatives qui vont le rendre
apte a prendre place parmi les objets d’enseignement. Le “tra-
vail” qui d’un objet de savoir a enseigner fait un objet d’ensei-
gnement est appelé transposition didactique. »*°

Le tableau ci-dessous montre les transformations d’un savoir depuis le
sujet de recherche jusqu’a son enseignement en scolarité obligatoire :

Communauté La
scientifique noosphére?”

Sujet Savoir ' Savoir Situation
de recherche i3 savant T | aenseigner " | d’enseignement
Travail du Les instructions Le travail du

mathématicien officielles professeur

26. Y. Chevallard : La transposition didactique, La Pensée sauvage, 1985, p. 39.

27. La noosphére désigne I'ensemble des personnes ou instances qui participent & la défini-
tion des programmes. || ne faut pas y voir que le Ministere de |'Education Nationale. D'autres
institutions participent A ces choix : académies, parents, etc.
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Remdrque relative aux etualants preparant le concours de professeur des
écoles : 4

Dans le cadre d’une analyse de documents la question : « Repérer et ana-
lyser les contenus scientifiques sous-jacents » appelle une réflexion sur
le savoir savant, la forme sous laquelle il intervient dans I'activité ana-
lysée, les transformations que ce savoir a subies, c’est-a-dire une réflexion
qui renvoie au concept de transposition didactique.

LE SAVOIR SAVANT

De tous temps, le mathématicien a eu pour souci de résoudre des pro-
blémes pour lesquels il n"avait pas de réponse immédiate. Il procéde par
centres d'intéréts, domaines aux contours souvent flous. Il ne sait pas
toujours si les résultats qu'il énonce seront ou non intéressants pour les
autres mathématiciens. Pour communiquer ses résultats, il doit réorga-
niser son travail en particulier supprimer les fausses pistes, les réflexions
jugées a posteriori inutiles. Ainsi se constituent progressivement les textes
du savoir.

Le savoir savant est I'ensemble des connaissances socialement
disponibles qui ont fait I'objet de publications scientifiques ou de
communications reconnues comme valides par toute une com-
munauté. Il est organisé a l'intérieur d’une théorie.

Par exemple, I'arithmétique et la théorie des nombres regroupent tout ce
que l'on sait sur les entiers naturels : leur écriture dans différents systemes
de numération, les opérations définies sur ces nombres et les regles de
calcul qui leur sont liées, les caractéres de divisibilité, les congruences,
le raisonnement par récurrence... Enseigner I'arithmétique a un niveau
de scolarité donné (primaire, terminale scientifique...) suppose de choi-
sir a l'intérieur de la théorie ce que I'on souhaite enseigner et ce que l'on
convient d’ignorer.

Le savoir mathématique est, 3 un moment donné, consigné par écrit : les
tablettes babyloniennes, certains papyrus chez les égyptiens en témoi-
gnent. L'ensemble des treize livres qui constituent les « Eléments »
d’Euclide, fut constamment utilisé et étudié pendant deux millénaires.
Cette ceuvre a non seulement dominé tout I'enseignement de la
géométrie jusqu'a nos jours, mais aussi exercé une grande influence
sur la pensée scientifique. Aujourd’hui, les « Eléments mathématiques »
de Bourbaki?® réorganisent en trés grande partie le savoir mathématique.

28. Bourbaki (Nicolas) pseudonyme collectif sous lequel les mathématiciens, pour la plupart
frangais, ont entrepris depuis 1939, I'exposition des mathématiques en les prenant a leur point
de départ logique et en propasant leur systématisation. (Article du Petit Larousse, éd. 1992).
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- LE CHOIX DES SAVOIRS A ENSEIGNER

Les instructions officielles répertorient les savoirs a enseigner a tous les
niveaux de la scolarité. Elles sont le résultat de négociations a I'inté-
rieur du systéme social d’enseignement (le Ministere de I'Education Natio-
nale, les instituts de recherche pédagogique, les enseignants, les mathé-
maticiens, I'lnspection Générale, des académies, des personnalités, etc.).
La décision finale reléve des instances politiques nationales. Ces négo-
ciations et la décision finale sont évidemment liées au contexte social
du moment (volonté populaire, avancées technologiques, niveau de for-
mation des enseignants). Mais les influences sont multiples, de nombreux
facteurs interviennent pour définir le savoir a enseigner.

M La tradition

Quelles que soient les réformes des contenus d’enseignement, il est des
domaines plus particulierement ancrés dans les habitudes culturelles
d’une société. Prenons I'exemple de Falgorithme de la multiplication. Le
procédé connu de tous est celui enseigné dans les universités italiennes
du 16¢ siecle et utilisé en France depuis. Abandonner un tel procédé
serait un peu abandonner un élément du patrimoine culturel devenu
national. Il existe toutefois d'autres procédés de calcul du produit de
deux nombres. Actuellement, on cherche a privilégier la construction du
sens des opérations par les enfants. Cela amene donc les didacticiens a
comparer ces procédés et étudier leur adéquation a cette construction
du sens. Toutefois, méme si d'autres procédés facilitent I’apprentissage,
le poids de la tradition ne permet pas, pour autant, d’abandonner tota-
lement I'algorithme traditionnel.

— Exercice (corrigé page 212) =
Voici deux fagons de calculer le produit 1258 x 135. ’

= |
TR T

Analyser les algorithmes mis en ceuvre (disposition spatiale,
contréle des calculs intermédiaires, résultats mémorisés...).
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Les pourcentages, la regle de trois, les échelles sont encore souvent iden-
tifiés comme des notions différentes alors qu’elles relévent d’'un méme
savoir savant : les fonctions linéaires de R dans R. Pourquoi sont-elles
identifiées comme différentes ? La premiére rencontre avec ces notions
est trés souvent liée a la résolution de problemes « concrets ». Ces notions
sont donc développées comme des savoir-faire adaptés a des problémes
pratiques et non construites a partir du modele mathématique. Les exi-
gences sociales pour faire apprendre des mathématiques « utiles » ont
donc des conséquences sur |'organisation des savoirs a enseigner et leur
terminologie.

—— Exercice (corrigé page 214)
Voici les deux propriétés caractéristiques des fonctions linéaires
de R dans R

VX Vy:fix+y)=f(x)+f(y)etV k ¥ x : kf (x) = f (kx)
Montrer, & partir d’exemples, comment on peut utiliser ces pro-
priétés pour résoudre des problémes de proportionnalité.

M Les effets de mode

La volonté d'innovation pédagogique a des conséquences sur |'évolu-
tion des savoirs a enseigner. La durée de vie d’un objet d’enseignement
est parfois soumise & des effets de mode. Par exemple, pour une opéra-
tion donnée, le choix des algorithmes enseignés peut varier a condition
de ne pas révolutionner la présentation.

Voici deux procédés de calcul de 175 - 89.

N TEEE AR L PV
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dait sur de nombreuses manipulations de « paquets », le procédé 1 devint
a la mode parce qu'il reflétait exactement ces manipulations (casser
des « paquets »). Ce procédé a montré ses limites lorsqu'il s"agissait de
soustraire par exemple 567 a 10 000. Le procédé 2 correspond a la tech-
nique traditionnelle.

Exercice (corrigé page 214)

Quelles propriétés mathématiques sont utilisées dans chacun de
ces deux procédés ?

B L’évolution technologique

Le choix des savoirs enseignés par I'institution est sans cesse remis en
cause par |"apparition de nouveaux outils (pied a coulisse, palmer, régle
a calcul, puis, plus tard, micro-ordinateurs, calculatrices, calculatrices
graphiques) qui a l'origine, ne sont pas spécialement destinés au milieu
pédagogique. Ce phénomeéne se traduit par des modifications de pro-
gramme et nécessite une nouvelle approche de certains savoirs.

Par exemple, dans la scolarité obligatoire, I'algorithme de |’extraction
d’une racine carrée, faisait partie des programmes des classes de troi-
sieme dans les années 50. Cet enseignement a été abandonné depuis et
aujourd’hui plus personne ne sait trouver « a la main » la racine carrée
de 3724. N'importe quelle calculatrice donne immédiatement une valeur
approchée, par exemple 61.024585. Pour autant, le savoir « racine car-
rée » est toujours un objet d’enseignement. Les éléves savent ce qu'est
une racine carrée. Ils connaissent la notation +/a , ainsi que les princi-

les regl leul :
pales régles de calcu N 7 -l
2 _a

b b
On peut espérer que le temps dégagé par la machine qui calcule a la
place de I'homme, laisse le loisir de contréler les calculs, d’apprécier
la pertinence des résultats obtenus. ..
Peut-on envisager qu'un jour, on n'apprendra plus I"algorithme de la divi-
sion a I'école primaire 2... On imagine des levées de boucliers venant
de toutes parts. L'évolution technologique doit donc composer avec la
force des traditions.
Les avancées technologiques influencent également les sujets d’examen.
Par exemple, il y a quelques années encore, un des buts d’une étude de
fonction en terminale était de pouvoir donner une représentation gra-
phique de la fonction étudiée. L"apparition des calculatrices graphiques
impose de concevoir de fagon différente le travail que I'on peut deman-
der aux éléves en analyse.

57



TTTERATILILY

Le sujet national de la série STI Génie Mécanique du baccalauréat
1995 propose le probléme suivant. Noter ce qui montre l'influence
des calculatrices graphiques dans cette rédaction.

Partie A - Questions préliminaires
1. In désigne la fonction logarithme népérien.
Soit g la fonction numérique définie sur [0, + o] par

x2
X)=—+1.
8 2

Construire, dans un plan rapporté a un repére orthonormal, les
courbes représentatives des fonctions g et In (on ne demande pas
d‘étude préalable).

2. Justifier, & partir des constructions faites dans la question 1., que
pour tout nombre réel x strictement positif :

4+ 1-Inx>0
2

Partie B - Ftude d'une fonction
L'objet de cette partie B est I’étude d’une fonction notée f et défi-
nie ci-dessous. La courbe (C) (cf. figure) est la représentation gra-
phique de cette fonction dans un plan rapporté au repére ortho-
normal (O, i, |'). Elle est fournie pour permettre de controler
"exactitude de certains résultats.
On ne doit donc pas en tenir compte pour répondre aux questions
mais il est demandé au candidat de signaler toute éventuelle contra-
diction entre les réponses obtenues par le calcul et la lecture de la
courbe (C).
Soit f la fonction numérique définie sur ]0, + o= par

In x

flix)=x=1+2—
X

1. Déterminer par le calcul la limite de fen 0.

En déduire I'existence d’une asymptote a la courbe (C).

2. a) Déterminer par le calcul la limite de f en + eo.

b) Démontrer que la droite A d’équation y = x — 1 est asymptote a
la courbe (C) en + co.

c) Déterminer par le calcul la position relative de (C) et de A.

3. Calculer la dérivée f' de la fonction f. A I'aide de la partie A,
déterminer le sens de variation de f.

4. Déterminer par le calcul I'équation de la tangente a (C) au point
d’abscisse 1.
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Partie C - Calcul daire

1. Déterminer une primitive de la fonction u définie sur ] 0, +oo|

paru(x)= ~’g ‘
X

(On rappelle que la fonction définie sur ]0, + o[ par x — ! est la
dérivée de In). X

2. Soit A un nombre réel stricterhent supérieur i 1.
a) Calculer I'aire S (L) du domaine plan ensemble des points
M (x, y) tels que :

1€x<A

x=1<y< f(x)
b) Déterminer la limite de S ( A) quand A tend vers + o,
Courbe :

Y

i‘ v : v

(0] X
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Ld TEPrEsentauon grapnique N est pas 1e DUL aes caicuis aemanaes au
cours du probléme mais elle devient un outil de contrdle des résultats
obtenus par ces calculs.

—Exercice (corrigé page 215) —

Voici un affichage produit par une calculatrice graphique®. On
demandait de représenter la fonction logarithme népérien (In) et
la fonction f définie par f (x) = 100 sin x :

= = Saay P‘-’.‘n‘.‘?—ltmm 3

Résoudre graphiquement I'équation In (x) = 100 sin x consiste a
rechercher les abscisses des points d’intersection des deux courbes.
Un étudiant répond : « il y a une infinité de solutions : ¢a va conti-
nuer au-dela de I'écran ». Que penser de sa réponse ?

M Les apports des recherches en didactique

Les recherches en didactique visent, a terme, une amélioration de 'en-
seignement, ce qui entraine, de fait, une modification des savoirs a ensei-
gner. Les travaux sur : la construction du nombre, les opérations arith-
métiques, la géométrie, la résolution de problémes ont déja débouché sur
des modifications des programmes de I'école élémentaire. Les programmes
de 1995 par exemple parlent, au cycle des apprentissages fondamentaux,
d’« approche des techniques opératoires de la soustraction, de la multi-
plication... », ce qui signifie une élaboration progressive de ces tech-
niques. Actuellement, une large place est faite a la résolution de pro-
blémes : « la résolution de problémes occupe une place importante dans
I"apprentissage par les éléves des connaissances mathématiques »2%.

* Cf. L. Touche : « Les calculatrices graphiques au lycée : statut pour le maitre, statut pour
I'éléve », DEA, Université des Sciences et des Techniques du Languedoc, Montpellier, 1992,
29. Mais on constate aussi des recommandations étonnantes comme par exemple au cycle
des approfondissements : « reconnaissance de situations de proportionnalité dans des cas
simples (échelles, pourcentages) ». En effet, dans ce demier cas, la « simplicité » évoquée par
les auteurs des programmes est trés contestable. La encore, les savoirs enseignés sont le résul-
tat de compromis,
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B L'organisation des cursus et des examens

Le choix des savoirs a enseigner se pose aussi lorsque interviennent des
réformes de structure (nouvelles filieres, nouvelles options, modification
des épreuves d’examen...).

Par exemple, lors de la mise en place de la nouvelle section S (scienti-
fique) des classes de premiere ou terminale, il a fallu définir des nou-
veaux programmes a partir d’un tronc commun dégagé des anciens pro-
grammes des classes des sections D et C. |l a fallu également recréer, par
le biais des spécialités, des dominantes en mathématiques, physique et
biologie. Les savoirs a enseigner apparaissent alors comme des com-
promis entre les anciens programmes et des choix nouveaux.

Conclusion : nous venons de voir que le choix des savoirs a enseigner
dépend d'un certain nombre de facteurs. Certains savoirs apparaissent
puis disparaissent (par exemple, les nouveaux programmes de |'école
élémentaire de 1995 ne mentionnent plus les fonctions numériques). On
peut retracer |'évolution des contenus d‘enseignement en étudiant les
instructions officielles qui se sont succédées ces derniéres années.
Certains savoirs se transforment dans le temps scolaire (cf. I'exemple de
la symétrie page 42), mais aussi dans leur approche (cf. I'étude des limites,
des représentations graphiques au lycée).

LE CHOIX DES SITUATIONS D’ENSEIGNEMENT

Une fois que le savoir a enseigner est défini, il reste des étapes 2 franchir
pour aboutir au savoir de I'éléve.

C'est, tout d'abord, le travail de mise en texte du savoir a enseigner. Lors
de I'écriture des instructions officielles, les experts sont amenés a adap-
ter des définitions et des organisations de contenus, a choisir entre ce qui
sera admis et ce qui sera démontré. Des objets peuvent étre créés de
toute piéce (cf. glissement méta-didactique, p. 75).

Le passage du savoir a enseigner au savoir enseigné constitue |'étape sui-
vante de la transposition didactique. Le professeur prépare son ensei-
gnement en se référant aux textes officiels, en allant puiser dans les
manuels ce qui lui parait le mieux adapté®®, en tenant compte de son
expérience (par exemple, ce qu’il sait sur les notions difficiles ou impor-
tantes pour les éléves). Il organise la progression sur I’année. Le rapport
du professeur aux manuels induit de nouvelles transformations du savoir.

30. Les ouvrages destinés a | ignement des mathématiques en France ont, eux aussi, leur
histoire. Elle révele des conflits importants sur les savoirs & enseigner en mathématiques. Le
lecteur intéressé pourra lire : Essai d*histoire des mathématiques de Jean Rtard, librairie scien-
tifique et technique, 1984,
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Par exemple, un maitre de Cours Préparatoire qui utilise des fiches
choisit de morteeler les savoirs. (Apprentissage du nombre 5, du nombre
6, etc.)

Enfin Iacte d’enseignement lui-méme transforme encore le savoir et d'autre
part, le savoir retenu par I'éléve n’est jamais identique au savoir enseigné.

DIALECTIQUE OUTIL-OBJET

Un savoir donné, comme la symétrie axiale, intervient donc a différents
moments de la scolarité mais son étude revét au moins deux aspects :
— la connaissance de la notion mathématique ;

- la recherche des problemes qui lui sont liée.

« Nous disons qu’un concept est outil lorsque nous focalisons
notre intérét sur I'usage qui en est fait pour résoudre un probleme.
[...] Par objet nous entendons I’objet culturel ayant sa place dans
un édifice plus large qui est le savoir savant a un moment donné,
reconnu socialement. »*'

Une notion mathématique intervient comme outil (implicite ou expli-
cite) de résolution de probléeme, est reconnue et étudiée en tant que savoir
officiel (objet), puis intervient a nouveau comme outil dans dautres pro-
blémes...

Exemple : Les nombres entiers sont des outils pour garder la mémoire de
la quantité, mais ils sont aussi étudiés en tant qu’objet dés I'école élé-
mentaire : par exemple lorsque sont travaillés la désignation écrite et par-
lée, I'ordre, etc.

Revenons sur la symétrie axiale et étudions un exercice?? qui la solli-
cite en tant qu’outil (recherche de trajet minimal).

e S e,

o)

!km. u&;no‘

31. R. Douady « Jeux de cadres et dialectique outil-objet », RDM, vol 7/2,1987, p. 9.
32. Exercice inspiré de Maths 2°. Collection Terracher. Hachette, 1994. p 341.
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L SYHIEU e UILHUKONIE LONSEIVE 1S QISWDNCES (propriee connue ae
I'objet symétrie orthogonale).
Soit A’ le symétrique de A par rapport a d.

A

A’

Le trajet AMB égale le trajet A'MB’, la mobilisation de la symétrie ortho-
gonale permet de ramener le probléme au probléme suivant :

OuvgqaﬂkdexinenmwhriMenm poin!
ﬂ-?t g:xepontmmu)pmwh’ﬁunmmm

Dans ce cas, la solution est immédiate : le trajet minimal est obtenu pour
A'M, B alignés. Donc AMB minimal pour A symétrique de A’ par rapport
ad.

B
A

Ap

Cet exemple montre une notion intervenant comme outil adapté de réso-
lution de probléme. Cette notion ne peut étre mobilisée que parce qu’elle
est connue comme objet mathématique entretenant avec d'autres objets
de savoir (distance) des relations étroites.
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Exercice libre
Relever dahs des séquences relatives & la symétrie orthogonale des
différents manuels ce qui concerne le caractére outil de la symé-
trie puis ce qui concerne son caractére objet.
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LES DECISIONS
DE LUENSEIGNANT

Pour préparer les séquences de classe, et pendant la réali-
sation de ces séquences, le professeur doit constamment
prendre des décisions.

Nous allons étudier certaines décisions et voir quels sont la
marge de manceuvre, les espaces de liberté, les contraintes.

En reprenant la transcription d’'un moment d’enseignement
(cf. page 30) nous pouvons noter que le maitre intervient
pour :

- lancer I'activité c’est-a-dire donner les consignes d’orga-
nisation, lire I’énoncé du probléme, noter au tableau les
données importantes, expliquer le vocabulaire utilisé, don-
ner les consignes de travail, répondre aux questions des
éleves, distribuer le matériel ;

— s’assurer que les éléves s’engagent dans une recherche ;
planifier le temps ;

désigner I’éléve qui va passer au tableau ;

faire préciser les explications données par un éléve ;
obtenir le silence ;

juger de la validité de la solution proposée ;

- etc.

On distingue des interventions qui relévent de I’activité pro-
fessionnelle habituelle (planifier le temps, désigner un
éléve...) d’autres qui sont liées a la construction méme de
la situation (juger de la validité de la solution proposée).
Le maitre apparait comme responsable du travail effectué,
du temps qui s’écoule, du climat de la classe. Il est garant
du savoir officiel de la classe (ce point sera repris plus tard :
se reporter a la notion d’institutionnalisation page 147).
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- DEUX FICHES DE PREPARATION

POUR UNE MEME LECON

Une grande part du travail de I'enseignant se situe en amont de ses inter-
ventions dans la classe.
Les documents®? qui suivent sont deux préparations pour une méme
lecon en Cours Moyen.

Premiére préparation Deuxiéme préparation <
Premiére phase : réalisation l Premiére phase : mise en place
des tableaux du tableau

Les éléxes sont par groupes de 4. Ils recoi- | Le professeur commence i écrire les pre- |
vent un jeu de 32 cartes-nombres numé- | miers nombres, sous le regard des éleves :
rotées de 0 a 31. 0ty §

Consigne : « Distribuez les cantes, sansles | 4 §

mélanger, une & une, toujours dans le | « Qui veut continuer ? »

méme ordre. Notez dans le tableau les

nombres que chacun de vous a obtenus, » | s 1 P :
. p Z jusqu’a ce que le professeur soit assuré que
Matériel : une grande feuille avec le cadre toas amasens coniimier s tabtesn:

du tableau : Le tableau s"arréte alors au nombre 18 par

s o 3 TR exemple.
1. Marie f.nc' Julien David Le professeur pose ensuite des questions
du type :
| « Dans quelle ligne est le nombre 10 7 »

« Dans quelle colonne est le nombre
Un exemple est donné au tableau pour 177w,

montrer comment chaque groupe remplit =
sa feuille. it Deuxiéme phase : résolution de problémes
Les tableaux remplis par les éleves sont | du type « ol sera tel nombre ? » )
ensuite affichés, les erreurs éventuelles | Le professeur annonce que I'on va conti-
sont corrigées collectivement. nuer le tableau mais qu'avant il faut
: s : essayer de prévoir ce qui va se passer.
Delu.némg ép:t\ue 2 prise de conscience « Dans quelle ligne et dans quelle col
S TUI : va-t-on écrire les nombres 35 et 40 7 »
Consigne écrite donnée aux éleves : « Pour | oo 4o oo aividuelle.

chaque nombre du tableau, effectue la Inventaire collectif des résultats et dis- |
:liv'wioq par 4, Note en dessol ) A5 ::“:"'“: cussion entre les éléves. Le tableau est
e quotient en rouge et le reste en v ifo \été *2.40 et lo résultat
' Quelles remarques fais-tu 7 Essaie d'ex- I .l st f ujlémcqlu §

pliquer ce que tu as remarqué. »

Plusieurs éléves viennent successivement

usieurs de sont
Dans la mise en commun, le professeur > . ml EP Vg SO e
aide les éldves A formuler et & valider le Quand la solution e a
résukat. &tre bien pergue par les éléves, le probleme

Troisiéme phase : exercices d’application | est posé avec deux nombres trés grands :

« Dans quelle ligne et dans quelle colonne | 464.et517.

serait le nombre 123 si on continuait le | Alafin le professeur aide les éleves i for-

tableau 7 » muler et prouver le résultat.

« Quel nombre écrirait-on a la 67° ligne et | 7pyisigme phase : exercices d'application

Ris 1 edlomms 1» Phase identique & celle de la legon précé-
dente.

33. Document réalisé par H. Péault, IUFM d’Angers,
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‘, Exercice (corrigé page 215) ——————————

1. Quels sont, les objectifs de cette « legon » ?

2. Comparer les démarches pédagogiques sur lesquelles s’appuient
ces 2 préparations, notamment :

- repérer les interventions de I'enseignant. Ont-elles pour objet
de communiquer une démarche a suivre ? Des connaissances ?
- analyser le travail de I'éléve. Agit-il sous le contréle du maitre ?
Sous sa propre responsabilité ¢

- quel est le savoir en jeu et quelles sont les connaissances utili-
sables ?

3. Lorsque les éléves ont & chercher la ligne et la colonne d'un
nombre, le maitre choisit-il n‘importe quel nombre ?

On trouvera des éléments pour une correction dans les paragraphes qui
suivent.

MODELES PEDAGOGIQUES SOUS-JACENTS

Les interventions d'un enseignant sont en fait trés liées au modéle péda-
gogique qui est le sien.

Dans la premiére préparation, le professeur intervient trés rapidement,
en demandant aux éléves d'effectuer la division par 4 des différents
nombres du tableau et de constater un fait,

A I'opposé dans la deuxieme préparation, I'enseignant ne parle jamais
de division. Ce sont les éléves, par les problémes qu'ils ont a résoudre,
qui sont amenés a diviser par 4 les nombres comme 35 ou 40, puis 464
et517.

En revenant aux définitions des situations didactiques et a-didactiques,
nous voyons que la premiére préparation correspond a une situation ou
le maitre intervient en tant que détenteur du savoir, les éléves appliquent
les consignes qu’il donne. Cette situation ne contient pas de phase
a-didactique bien qu’il y ait des moments ol les éléves cherchent.

En revanche, dans la deuxieme situation, ce sont les éléves qui sont
responsables de la connaissance a mettre en jeu. La phase a-didactique
est ici importante. Le maitre est présent, il intervient au besoin mais ne
donne pas la solution cherchée par les éléves.

Nous allons aborder a présent deux concepts de didactique qui sont des
outils d'analyse importants permettant la construction de situations d’en-
seignement.
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. VARIABLE DIDACTIQUE

ET SAUT INFORMATIONNEL

M Variable didactique

« Une variable didactique est un élément de la situation qui peut
étre modifié par le maitre, et qui affecte la hiérarchie des straté-
gies de solutions (par le codt, la validité, la complexité). »*

L'age des éleves, leurs connaissances antérieures jouent sur la réussite
a un exercice. Le maitre ne peut pas, au moment ol il construit la situa-
tion, les modifier. Ce ne sont pas des variables didactiques de la situa-
tion.

Dans un probléme numérique, généralement les nombres constituent
des variables didactiques. On peut faire une analyse plus précise en par-
lant de :

~ la nature des nombres ;

— la taille des nombres ;

~ la taille relative des nombres...

Par exemple dans le probléme : « Jean avait 59 billes, il en gagne 2.
Combien a-t-il de billes maintenant ? », les valeurs choisies permettent
le surcomptage. En effet, dans ce cas, I'éleve peut (se) dire 59, 60, 61 (en
synchronisant avec un, deux, dans sa téte ou/et avec ses doigts : d'ou le
nom de surcomptage). Dans le probléme « Jean avait 59 billes, il en gagne
27 », le surcomptage devient une procédure coGteuse et il sera alors pro-
bablement « mis en concurrence » avec d’autres stratégies.

Remarques : Dans un travail d’analyse de documents pédagogiques, d'ou-
tils pour le maitre, I'identification des principales variables didactiques
des situations proposées est pertinente. Une telle réflexion permet de
mettre en regard les objectifs annoncés et les procédures susceptibles
d’étre mises en ceuvre par les éleves. Cela donne des éléments objectifs
pour apprécier une démarche pédagogique. Cela permet de prévoir les
conditions d’utilisation du document.

Dans une interprétation de productions d’éléves, un retour aux variables
didactiques de la situation permet d'apprécier en quoi une stratégie est
adaptée : on peut parler d'efficacité, de codt (en temps, calculs...), de
pertinence.

34, ). Briand : « Glossaire de didactique », Documents pour la formation des professeurs d'école
en didactique des mathématiques, actes du stage de Cahors, IREM de Paris VII, 1991,
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B Saut informationnel

Revenons a |'étude comparée des deux fiches de préparation. Pourquoi
la deuxiéme situation est-elle productrice de connaissances ?
L’habillage des deux problémes est légérement différent d'une situation
a l'autre (présence de cartes numérotées dans la premiere situation) mais
ce n’est pas cela qui est important.

Les nombres choisis par le maitre différent par leur taille. Dans le pre-
mier cas ils sont compris entre 0 et 31 (si on ne tient pas compte de I'exer-
cice d'application de la troisieme phase), dans le second cas aucune
limite supérieure n’apparait.

La taille des nombres est ici une variable didactique importante. C'est
un élément de la situation dont les valeurs sont choisies par le maitre,
ces valeurs ayant des conséquences sur les stratégies développées par
les éléves.

Pourquoi, dans la deuxiéme situation, les éléves ont-ils a remplir le tableau
jusqu’a 18, puis a répondre a des questions sur la place occupée par
les nombres, 10, 17, puis 35, 40, puis 464 et 517 ¢

Travailler sur les nombres jusqu’a 18 permet aux éléeves de s’approprier
le probleéme (cela correspond a la dévolution de la situation). Pour savoir
ou se trouve 35 on peut continuer le tableau mais cela est colteux.
Pour répondre a la question concernant 464, une telle stratégie est impen-
sable. Le saut brutal qui existe entre les différentes valeurs choisies par
I'enseignant va obliger les éléves a abandonner la premiére méthode et
imposer la connaissance en jeu ici « la recherche du reste dans la divi-
sion par 4 »,

On appelle saut informationnel un changement de valeur d’une
variable didactique a l'intérieur d’une situation susceptible de
provoquer un changement de stratégie.

Comme nous |'avons vu sur I'exemple précédent le « saut » doit étre suf-
fisamment grand pour que la procédure de base devienne inefficace.
Le passage de 17 a 35 ne met pas en échec la premiére procédure.

CONTRAT PEDAGOGIQUE
ET CONTRAT DIDACTIQUE

La vie d’une classe dépend de contrats implicites ou explicites ne serait-
ce que parce que I'enseignant, comme les éleves, ont une idée du role
qu'ils vont jouer. Pourtant, les contrats ne sont pas tous de méme nature :
ce qui reléve de I'organisation de la classe et des habitudes de travail
concerne le contrat pédagogique et ce qui a trait a la construction, 4 la
transmission des savoirs concerne le contrat didactique.
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B Contrat pédagogique

Le contrat pédagogique est constitué de Vensemble des regles de
vie en vigueur dans une classe. La nature de ce contrat n’est pas
liée a une discipline enseignée.

Il est la plupart du temps connu et maitrisé par les enseignants. Il ne ’est
pas toujours par les éléves. Ceux-ci doivent s’adapter a des fonctionne-
ments différents d’un enseignant a l'autre, d’une année a l'autre.

Le respect des autres, le rangement du matériel, la répartition des taches,
etc., relevent de ce type de contrat. C'est aussi le cas de |'organisation du
travail : fréquence des devoirs personnels, présentation des cahiers, etc.
Prenons I'exemple d’un professeur qui fixe en début d’année la régle sui-
vante : « les devoirs surveillés comporteront quatre exercices. Les trois
premiers ressembleront & peu de choses prés a des exercices déja traités
en cours, le quatriéme pourra avoir un caractere original ». |l s’agit bien
la d’'un contrat pédagogique. Ce contrat pourrait étre passé dans une autre
discipline. Il permet a I'enseignant de préciser ce qui va étre évalué et
aux éleves de savoir comment organiser leur travail personnel.

Pour établir des relations de confiance dans une classe le contrat péda-
gogique a tout intérét a étre explicité.

B Contrat didactique

Les deux fiches de préparation précédemment étudiées (cf. p. 66) se dis-
tinguent par leur approche pédagogique mais aussi par la conception des
roles attribués au maitre et aux éleves. En suivant la premiére prépara-
tion, le maitre induit la tiche des éléves alors qu‘avec la deuxiéme ceux-
ci doivent prendre en charge leur recherche. Ce sont des fonctionnements
qui reposent sur deux contrats didactiques de nature différente,

« Le contrat didactique est le résultat de la négociation des rap-
ports établis explicitement et/ou implicitement entre un éléve ou
un groupe d’éléves, un certain milieu et un systeme éducatif, aux
fins de faire approprier aux éléves un savoir constitué ou en voie
de constitution. »*

Il définit les roles des uns et des autres et la part de responsabilité de cha-
cun dans la gestion des savoirs. Contrairement au contrat pédagogique,
I'existence du contrat didactique ne s'impose pas toujours a |’enseignant
et encore moins aux éléves. Pourtant le professeur, par son attitude, déter-
mine souvent de fagon inconsciente le rapport des éléves au savoir :
attente de la parole du professeur, attitude de recherche, controle de
résultats par |'éleve, etc.

35. Pour approfondir ce point, on pourra lire I'article de G. Brousseau : « Le contrat didac-
tique : le milieu =, RDM, vol. 9/3, 1990, pp. 309-336.
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Le contrat didactique est déterminant au niveau des apprentissages. La
professionnalisation du métier d’enseignant passe donc par son étude
afin de permettre des choix réfléchis.

Il est dans la nature de ce contrat de pouvoir s’adapter aux éléves, au
savoir en jeu, au moment et au type de tache. Dans la phase a-didac-
tique d’une situation, I'éléve est responsable des connaissances qu’il
mobilise, des stratégies qu’il développe. Dans une situation d’action, de
formulation ou de validation, sa responsabilité n’est pas engagée de la
méme maniére. Par exemple, dans une situation de validation, il doit
fournir des preuves, développer des arguments, réfuter des critiques alors
qu’en situation de formulation, on lui demande de présenter sa solution,
d’expliciter sa démarche. Il n‘a pas a convaincre des contradicteurs. Lors
de l'institutionnalisation des connaissances, le maitre reprend le princi-
pal role dans la gestion des savoirs, il apparait comme le responsable
officiel.

Selon la conception que le professeur a de |’apprentissage, le probléme
se pose de savoir quelle part du contrat doit étre explicitée. « Pourquoi
alors ne pas expliciter le contrat 2 Pourquoi ne pas aller jusqu’a le cou-
cher noir sur blanc, de maniére a ce qu'il n'y ait plus d’ambiguités ?
Malheureusement cela n’est pas possible, sauf a éteindre tout proces-
sus d’apprentissage, a donner les réponses en méme temps que les ques-
tions.?® ». Si I'objectif du professeur est de laisser a I'éléve I'initiative de
construire ou mobiliser telle connaissance, la présentation de la situa-
tion ne doit pas comporter des indicateurs de cette connaissance. Dans
ce cas, la partie du contrat qui identifie le savoir en jeu doit rester dans
un premier temps implicite au regard de I'éléve.

Ainsi, non seulement, il apparait nécessaire de maintenir implicites cer-
tains aspects du contrat, mais aussi de provoquer des ruptures pour que
le savoir en jeu ne soit pas dévoilé et reste a la charge de I'éléve. Dans
une perspective constructiviste, le traitement du savoir en situation de
classe, va plutdt reposer sur les ruptures prévues du contrat. Ces ruptures
apparaissent nécessaires a l'apprentissage alors que dans une perspec-
tive béhavioriste le principal role dans la gestion des savoirs est toujours
tenu par le maitre.

36. S. Johsua, |.). Dupin : Introduction a la didactique des sciences et des mathématiques, PUF,
1993.
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Exercice ¥ (corrigé page 215) ———————

Aprés avoir revu les aires avec ses éléves, un professeur de qua-
triéme, propose le probléme suivant : ‘

Q. Wi ST ey

Le dessin ci-contre est un dessin 4 main levée.

Les dimensions sont données en cm,

Refaites cette figure en respectant les dimensions.

Que pouvez-vous dire des points Q, U, et A. ? |

1. Répondre a la question.

2. Examiner en quoi ce probléme provoque sans doute une rup-
ture de contrat.

Exercice (corrigé page 216) —)

Voici un extrait d’une copie d'un candidat a une épreuve de pré-
professionnalisation & qui on demandait de résoudre le probléme
en faisant appel a ses connaissances mathématiques.

Ane de QOA =43¢ S'au;mchUo 52am’;

ans de OUA = 14w
St de OAamchUO+au de OUA
alow Q,U, A seut |

On ou awM’SCSﬁ' +84dm0 U, A

ot~ alighds .

Quel commentaire vous inspire ce travail ?

37. Extrait de I'épreuve de mathématiques au concours de recrutement des professeurs des
écoles, Bordeaux, 1994.
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Dans une autre copie, un candidat écrit : « 136,5 est diftérent de 136
donc les trois points ne sont rien du tout ». C'est bien connu : en géo-
métrie trois points sont alignés, cocycliques a la rigueur, sinon ils ne sont
rien !

LES EFFETS VISIBLES D’UN MAUVAIS
FONCTIONNEMENT DU CONTRAT DIDACTIQUE

Une attitude naturelle d'un éléve en classe de mathématiques est de cher-
cher a comprendre le plus possible le contrat qui régit les rapports entre
le professeur, I"activité et lui-méme. Cette attitude permet I'activité ensei-
gnante, mais ne garantit en aucun cas une réelle activité mathématique :
- parce que I'éléve cherche a découvrir I'intention de I'enseignant et
non a comprendre le probleme qu‘on lui propose ;

- parce qu'il fonde ses stratégies sur une demande habituelle de I’en-
seignant.

De son c6té, le professeur peut étre tenté de vouloir faire réussir les éleves
« a tout prix ».

Pour parvenir a la production d’une réponse conforme, le pro-
fesseur réunit des conditions qui permettent la réponse atten-
due sans que I'éléve n‘ait eu a investir le moindre sens. On par-
lera alors d’effet Topaze.

— Exercice (corrigé page 216)
Voici un extrait de la piéce « Topaze » de Marcel Pagnol :

(Scéne 1) : Topaze est alors instituteur et fait faire une dictée. ..
TOPAZE : «dumws . des moutons... étaient en siireté dans
un parc ; danlnn
(Ilsepenchcuul’éymled:t‘ﬂbwum&)

TOPAZE : « des moutons. .. mouton... ss...
(L'éleve le regarde, ahuri.)

m’l’m «mmmmmmeMkﬁ&momp

repnendavecﬁmsc.) :
‘TOPAZE « étai... mC‘uthu’ﬂnmeqy’m
mnywmplnsmmm .
(L'éléve le regarde perdu...)

Expliquer en quoi, a production écrite identique, les savoirs en jeu
seraient complétement différents selon le moment ol I'enfant aurait

misun « S »,..
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Il'y a une baisse des exigences. Le maitre, par son souhait de vouloir faire
réussir I'éléve atout prix change la nature du savoir en jeu.

Dans la lecon étudiée page 30, a partir de la remarque de Cédric, le
maitre influe considérablement sur la suite de la séquence en posant une
seule question :

CEoRIC : La virgule représente le métre. f
umum!mwmmiamme.mwlew
doncqust—cequemt’esditenmme?Silawrgulereptésenaelem
que représentent les autres chiffres ? |
Juuien : Et bien, les décimetres | ~ +
, Eusei:l.escentiméues! - =
JULIEN : Dé - ci - métres |

Il fait basculer la réflexion vers la mesure sans qu'il soit certain que Cédric
ait vraiment eu cette idée.

L'étude du contrat didactique a permis de mettre en évidence d’autres
effets?® comme I'effet Jourdain, ou le glissement métadidactique.

L’effet Jourdain est une forme d’« effet Topaze ». « Pour éviter un
débat de connaissance avec I'éléve, et éventuellement un constat
d’échec, le professeur accepte de reconnaitre comme l'indice
d’un savoir ou d’une démarche authentiques, une production
ou un comportement de I’éleve qui ne sont en fait que des
réponses ayant des causes banales »39,

Le nom donné a cet effet I'est en référence a la scéne du « Bourgeois
Gentilhomme*? » dans laquelle le Maitre de Philosophie explique a
Monsieur Jourdain ce qu‘est la prose.

MONSIEUR JOURDAIN : « ... Au reste, il faut que je vous fasse
dence]esuisamouleuxd'unepecsonnedequaﬂﬁ,

38. Le lecteur intéressé par ces effets liés au contrat didactique pourra se reporter A I"article de
G. Brousseau ; Petit x, n° 21, intitulé « utilité et intérét de la didactique pour un professeur de
collége ». IREM de Grenoble, 1989, pp. 47 3 68.

39. G. Brousseau (id. ci-dessus).
40. Acte I, scéne V.
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MOonsiEUR JOURDAIN : Non, je ne veux ni prose e ni vers.
MA!TREDEPHI.OSO"HIE ] fautb;enqueoesoit l’unoul’auﬁe.
MONSIEUR JOURDAIN : Pourquoi? ‘ '
MAITRE DE PHILOSOPHIE : Par la raison, Mons "",,‘qu‘il‘h’y'a"pouf's'e'i.
pﬂwquelapmséouiesvérs W ‘
MONSIEUR JOURDAIN : lln'yaquelapmeoulesvus?
MAITRE DE PHILOSOPHIE : Non, Monsieur : moequrn‘estpomthm
est vers ; ettomoequin'&poim»/etsestpmse
Monsnmlommu Etcommel'onparle.qu'at-ceqwest’doncque
cela?
MAITRE DE PHILOSOPHIE : De la prose. \ "
MONSIEUR JOURDAIN : Quoi ? quand je dis : « Nicole, apportez-moi mes
pautbuﬂesetmedomezmodbonnetdenuita,c‘wdelapmse?
MATTRE DE PHILOSOPHIE : Oui, Monsieur.
MONSIEUR JOURDAIN : Parmafol!ilyaphnsdeqnarameamque;edls
de‘aprosesansquejensqssedenetpevoussmsleplusobligéau
monde de m'avoir appris cela. Je voudrais donc lui mettre dans le billet :
belle marquise, vosbeauxyeuxmefontmounrd’amour,.. » /

Par exemple, voici un schéma de séquence de classe portant sur I'in-
troduction de la division a des éleves de 9-10 ans : le maitre propose
d’abord I'exercice suivant :

SouZObonbonsirépamréqmtablemmenmSenfam.Combwnde
‘bonbons chaque enfant va-t-il avoir ? :

Il se sert alors de cet exercice pour dire aux éléves qu'ils viennent de faire
une division (de 20 par 5) et expose ensuite le procédé de calcul. Cette
séquence est une illustration de I'effet Jourdain. L’éléve a réparti des bon-
bons en les distribuant peut étre un par un, donc en ne mobilisant sans
doute pas les connaissances mathématiques nécessaires pour appré-
hender la division. Le maitre conclut en déclarant aux éleves qu'ils vien-
nent de découvrir la division.

On aurait pu penser une activité préparatoire qui justifierait I’ approche
d’un outil nouveau : « on répartit équitablement 1249 bonbons entre 7
enfants... ». Ici, une distribution un par un est trop lourde. Savoir anti-
ciper le nombre de bonbons que chaque enfant recevra devient écono-
mique.

l Le glissement mela-dldacthue consiste a prendre comme objet
d’enseignement ce qui n'était a I'origine qu’un moyen.

Ce type d'effet a eu de lourdes conséquences dans les années 70 lors-
qu'il s’est agi d’introduire le langage ensembliste dans les classes de
mathématiques. Puisqu’en mathématiques, il est rare qu’un objet inter-
vienne seul, I'idée de constituer en une théorie ce que I'on appelle dans
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i langage courant collection, groupement, famille, etc., d’objets est appa-
rue, Cela s’est traduit par une transposition dans I'enseignement. Les pro-
grammes des classes de I'école, du college et des lycées réservaient
une part importante a |'apprentissage des opérations ensemblistes. Mais
ce qui ne devait étre qu’'un moyen pour exprimer des idées s’est rapide-
ment transformé en un objet d’enseignement. On a vu ainsi beaucoup
de manuels faire des études détaillées sur les diagrammes (Venn et Carroll)
par exemple. Cet effet a joué massivement. Il a échappé aux mathéma-
ticiens. Les programmes officiels ont authentifié ces « savoirs » et ceci
dans la plupart des pays.

555 .
2
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B CAROLL

Tous ces effets qui traduisent un mauvais fonctionnement du contrat
didactique sont liés a I'idée que I'enseignant se fait de sa mission : faire
en sorte que les éléves produisent des réponses conformes dans des exer-
cices types. De plus cela est gratifiant pour I'enseignant et I'éléve. Or de
tels exercices permettent d’évaluer des savoir faire mais n‘informent
pas sur la réelle appropriation des savoirs par les éleves.
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LEUNLL )
DANS L'ACTIVITE
MATHEMATIQUE

L'enfant, dans une classe, est un individu qui occupe une
position particuliére : il est en position d’éléve. Il est sou-
mis aux lois de I’école (mini société). En cours de mathé-
matiques, comme en cours de frangais ou d’E.P.S., son com-
portement est dépendant du contrat didactique qui varie
d’une discipline a I'autre. Nous avons vu qu'une grande part
de ce contrat est implicite et n’apparait que lorsqu'il y a rup-
ture.

Toute activité mathématique passe a un moment donné par
la production d'un écrit, la lecture d’un écrit. Les compé-
tences mises en ceuvre sont complexes et doivent étre tra-
vaillées au niveau de I’école. Les enseignants de francais
disent depuis plusieurs années que activités de lecture et
activités de production d’écrits sont complémentaires. En
reprenant ce point de vue, on peut dire que c'est en pro-
duisant différents types d’écrits mathématiques que les
éléves seront 2 méme de lire ceux qui leur sont proposés.
Bien que les pratiques enseignantes n’en soient pas toujours
les témoins, le passage de la langue naturelle au langage
mathématique est un enjeu incontournable de I’enseigne-
ment des mathématiques.

LA NATURE DES ECRITS MATHEMATIQUES

Ces derniéres années ont connu une prodigieuse évolution des méthodes
d’apprentissage de la lecture. Citons E. Charmeux : « Pendant trés long-
temps, on a cru - et on a enseigné - qu'il y avait deux fagons d’ensei-
gner la lecture : la méthode traditionnelle, syllabique, et la méthode glo-
bale, volontiers considérée comme la responsable de tous les maux,
vilipendée a qui mieux mieux, et qui ressort périodiquement lorsqu’on
ne sait plus qui accuser ! En fait, cette vision des choses est plus que dis-
cutable, et ne correspond plus du tout a la situation d’aujourd’hui. »*'

41. E. Charmeux : Apprendre A lire : échec A I'échec, Milan/Education, 1987, pp. 25, 104-112.
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Un peu plus loin dans son ouvrage, E. Charmeux affirme : « Encore faut-
il que I'activité.de lecture s’actualise sur des objets matériels, 2 la fois
spécifiques et divers : romans, dictionnaires, bandes dessinées, cata-
logues, affiches, partitions musicales, schémas et tableaux de données
diverses, dont le fonctionnement n’est pas évident et qu'il faut apprendre.
[...] On ne peut apprendre que sur des objets sociaux, concus pour étre
lus et non pour enseigner la lecture. » Ainsi les supports de lecture se
diversifient, I"écrit est de plus en plus travaillé dans son aspect fonc-
tionnel.

Comment peut-on situer les écrits mathématiques dans I'activité de lec-
ture ? Ils ont leur caractére propre mais ils n’entrent pas pour autant dans
les supports rencontrés dans les classes pour I'apprentissage de la lec-
ture. Devrait-il en étre autrement ? Peut-on apprendre 2 lire des mathé-
matiques sans faire des mathématiques ?

Par ailleurs, pour ne pas entraver de difficultés de lecture les activités
mathématiques, les énoncés se présentent souvent dans une forme sim-
plifiée. Ce souci de séparer lecture et mathématiques ne fait-il pas perdre
de vue un des enjeux essentiels : sapproprier le langage mathématique ?
Les points de vue développés dans ce chapitre devraient apporter des
réponses a ces questions.

B Différents types d’écrits

Les écrits que I'on rencontre en mathématiques peuvent étre réperto-
riés suivant leur fonction :

- énonciation de probléeme ou régle de jeu ;

- formulation de consigne ou question ;

élaboration d'une stratégie ;

~ production de messages ;

~ communication de démarches ou de résultats ;

explicitation d’un savoir repéré.

Ces différents types d’écrits n’obéissent pas aux mémes régles et ne font
pas appel aux mémes compétences pour les lire ou les produire. Ils entrent
tous dans des situations de communication particulieres ol les deux inter-
locuteurs ne sont pas nécessairement présents (communication différée
ou autocommunication). Pour chacun d’eu, il est important de com-
prendre les régles d’organisation du discours, le langage utilisé.

B Langue naturelle et langage mathématique

L'écrit mathématique fait intervenir deux registres de langue : la langue
naturelle et le langage mathématique.
Deux énoncés de problémes vont permettre d'illustrer ces propos.
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Enoncé 1

Unazvaudispmde“mdecm llMsiteenuedeuxpmibih

tés :
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largeur ; n
~ construire un parc carré.

Calcule, pour ehacnndeseas.hmmmenmdesdmmwnsdnm
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solution doit-il choisir 74

Enoncé 2

Voici un message que j ai regu par téléphone.

Dessine la figure que I'on m’a décrite.

1. Sur une feuille quadrillée, trace un carré de six carreaux d deew.
2. En prenant chaque sommet comme centre, trace les g s des
mmmmdenymuqnnwmil'inmwm
3. Coluieeubleulespmﬁmdedhq\nmusm“

Ces deux textes de probleme utilisent des termes du langage courant
comme « éleveur, cléture, bleu, portions... » et des mots du vocabulaire
géométrique « rectangulaire, longueur, largeur, carré, sommet, rayon..
termes qui existent par ailleurs dans la langue naturelle mais sont
employés ici dans leur acception mathématique.

Un écrit mathématique est constitué de deux codes en interaction : la
langue naturelle et le langage mathématique. Ce dernier emprunte des
mots au frangais auxquels il donne une signification propre. Par exemple
le mot « angle » que I’on trouve dans des expressions comme « sous un
certain angle », « a I'angle du batiment »... renvoie en géométrie a un
objet particulier. De méme I'expression « étre fonction de » qui traduit
une dépendance, « en fonction du temps qu'il fera cet aprés midi, j'irai
ou non 2 la plage », va en mathématique caractériser certaines rela-
tions entre, par exemple, des grandeurs mesurables : « Iaire d'un disque
est fonction du rayon ».

Les termes mathématiques comme « droite », « cercle », « disque »,
« nombre », « chiffre »..., contrairement aux termes de la langue natu-
relle, apparaissent généralement comme univoques. lls renvoient a des
définitions précises qui s’intégrent dans une théorie.

42. R. Eiller : Math et calcul CM2, Hachette.
43. Collection Diagonale CE2, Nathan,
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Exercice (corrigé page 217)

Donner les diftérents sens des mots suivants et leur définition mathé-
matique : chiffre, droite, figure, carré, produit, différence...

On trouve cependant, a I'intérieur des mathématiques, un méme mot
utilisé avec des significations différentes selon le cadre* dans lequel il
intervient.

C'est le cas par exemple du mot « carré » :

~ le nombre 9 est le carré de 3

— les quatre points ABCD constituent un carré car...

— la ligne brisée fermée est un carré car...

— la surface délimitée par la ligne brisée est un carré...

Le langage mathématique utilise également des symboles ou des nota-
tions particulieres de plus en plus nombreux en avancant dans la scola-
rité. Les plus fréquents, en dehors des chiffres du systeme décimal de
numération, sont : =, +, —, X, <, S, ...

D’autre part A et B désignant deux points du plan on distingue :

~ le bipoint (A, B)

- ladistancede AaB :AB ;

le segment de bornes A et B : [AB] ;

la droite passant par A et B :(AB);

le vecteur AB

Le calcul symbolique intervient a proprement parler au college. Il per-
met d’entrevoir la supériorité du langage mathématique.

Par exemple la phrase, que I'on trouve dans des exercices de premiere
sur la composition des applications, « prendre un nombre réel, lui ajou-
ter 2 et diviser le résultat obtenu par le carré du nombre initial auquel
on a ajouté 1 » semble univoque pourtant, en fonction du sens qui sera
donné au pronom relatif « auquel », on pourra écrire :

X+ 2 X+ 2
ou
x2 + 1 (x+1)?

En désignant par f et g les applications :

fix—xletg:x—x+1,

dans le premier cas, on travaille sur gof : x — x? — x? + 1 alors que dans
lesecondonafog :x—x+1— (x+ 1)

Ce probléme que I'on rencontre dans I'usage de la langue naturelle est
da au fait que le contexte ne permet pas de choisir la bonne interpréta-
tion comme c’est généralement le cas dans un écrit ordinaire. Par exem-
ple, dans la phrase, « c’est le chapeau de monsieur Martin qui s’envole »,

44. On pourra se reporter a la définition du mot cadre donnée p. 108,
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on comprend aisément que le pronom relatif « qui » renvoie a « cha-
peau ».

La langue naturelle, lorsqu’elle intervient dans un écrit mathématique,
abandonne les régles de la logique naturelle pour utiliser celles de la
logique formelle. Par exemple le panneau « ouvert le dimanche » signi-
fiera, pour un promeneur, « ouvert le dimanche, en plus des autres jours »
si ce panneau se trouve sur la porte d’un supermarché ou bien encore
« nest ouvert que le dimanche » s'il s’agit d’une église. En langue natu-
relle, en fonction du contexte, on aura des interprétations différentes d'un
méme message. En revanche, dans un contexte mathématique, la pro-
position « ouvert le dimanche » n’a qu‘une interprétation : « ouvert au
moins le dimanche » : on ne sait rien sur les autres jours.
L’apprentissage du langage mathématique représente une part non négli-
geable des apprentissages mathématiques. Il suppose des activités de lec-
ture et des activités de production d’écrits. Il ne peut étre détaché des
contenus mathématiques. L’enseignement doit permettre a chacun de
passer progressivement de la langue naturelle au langage mathématique.

B Des compétences multiples

Les différents registres de langue qui interviennent dans un écrit mathé-
matique rendent celui-ci complexe et imposent des compétences mul-
tiples :

- des compétences purement linguistiques nécessaires a la compré-
hension de tout message écrit (maitrise du code, connaissance du lexique,
de la syntaxe, etc.) ;

— une connaissance plus spécifique du vocabulaire (figure, nombre, pro-
duit, aire...) et des symboles (+, =, <, ...) strictement mathématiques ;
— un abandon progressif de la logique naturelle pour la logique formelle ;
— la capacité de repérer, sélectionner, trier les informations mathéma-
tiques nécessaires pour atteindre un certain but ou répondre a une ques-
tion (résoudre le probleme).

On comprend alors toute la difficulté pour un éléve a aborder des textes
mathématiques. Ces compétences ne sont pas souvent repérées et ne font
pas toujours |'objet d’un apprentissage spécifique. Pourtant la compré-
hension des mathématiques se construit sur ces bases. De plus, ces com-
pétences sont susceptibles d'étre remises en cause tout au long de la sco-
larité en fonction des nouveaux objets mathématiques qui seront abordés.

L’ENONCE DE PROBLEME

L’énoncé de probléeme est un type de texte trés particulier pour lequel
la compétence en lecture de texte narratif ou documentaire ne se trans-
fere pas aisément. La prise de sens par les éléves demande une double
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compétence : compréhension de la situation proposée et de I'enjeu mathé-
matique pour faire un choix de stratégies et d’outils adaptés. La lecture
d’énoncés de probléme est une activité spécifique qui nécessite un tra-
vail didactique particulier. Le travail de lecture, de tri d'informations, de
réorganisation de données ne peut étre engagé que s'il est guidé par une
idée de stratégie de résolution. Le traitement numérique a proprement
parler peut étre différé (mise en place des opérations, calcul, contréle
des résultats...) mais la mise au point d’une stratégie évolue de maniére
dialectique avec la construction de sens.

B Un type de texte bien particulier

Voici un texte proposé aux épreuves d’évaluation nationales de fran-
1989 :

i z HES A2
Bien que figurant dans une évaluation de francais, on demandait aux
éleves de tracer effectivement la figure décrite. Peut-on comprendre pour-
quoi de nombreux éléves ont échoué a cet exercice (49 % de réussite?’) 7
A priori les termes mathématiques : triangle, c6té, segment, milieu, som-
met, sont connus par les éléves entrant en 6°. En revanche la structure
enchassée de la phrase est complexe :

L Triangle ]

:
| Coté colorié |

A
| Milieu du cote | | Sommet opposé |

L Coté colorié J

Pour construire |a figure, I'éleve doit sélectionner des informations et les
réorganiser en suivant la chronologie des actions que lui demande la
construction de la figure.

Un énoncé de probléme se présente comme un texte a la fois informa-
tif (il contient des données) et injonctif (il demande de répondre a des
questions ou d’effectuer une tache). Les probléemes de I'école primaire

45. Le lecteur intéressé pourra consulter les résultats des évaluati jonales de 1989 de
début 6* en francais et en mathématiques.
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utilisent generalement un habiliage, une NIstoire ou un contexte aocu-
mentaire afin de rendre « concrétes » les notions mathématiques en
jeu. La maitrise de la langue naturelle est indispensable pour construire
du sens lors de la lecture « On accuse fréquemment les éleves de col-
lege de ne pas savoir lire : en réalité ils savent lire les textes narratifs, car
ils apprennent a lire sur ce type de texte [...]. Or Les savoirs construits
sur tel ou tel type de texte ne se transférent pas. Seule la technique se
transfere mais si elle permet le déchiffrement du texte, elle n’en permet
pas la compréhension*® ». Savoir lire, ¢’est savoir adapter sa stratégie au
type de texte que |'on a sous les yeux.

[AExercice traité
Voici deux textes de probléme :

Montrer en quoi ces énoncés différent.

46. Maryse Rebiére : « Role de I'énoncé dans la résolution de problémes », DEA, Université
de Bordeaux, Sciences de I'Education, 1991.

47. Maths Livre Outil CM1, Ed. Magnard.
48. Objectif Calcul CM1, Ed. Hatier.
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Analyse comparative des deux énoncés

Pour comparerdes énoncés on peut donc s'intéresser a leur structure,
au style utilisé, aux faits relatés.

Enoncé 1 | Enoncé 2
la structure * une donnée initiale * des informations mul-
* trois questions numé- | tiples et dispersées au fil
rotées : du texte
- une phrase interroga- | * une question indirecte
tive directe (une demande d‘aide qui

— une injonction
— une phrase interroga-

atténue |'effet ordre)

tive directe

le style * impersonnel : emploi | * narratif : introduction
de « on» de personnages au ser-
* concis : vice d’une situation
- informations appor- * prolixe :
tées en un minimum de | - habillage de la situa-
texte tion

- pas d'information - présence d'informa-
parasite par rapport aux | tions parasites (age des
questions posées enfants)

- pas de redondance

les faits relatés | * réels * fictifs : mise en scéne ,
des personnages dans le

but de produire du sens

Ce qui reste commun aux deux énoncés est la présence de données numé-
riques, fait rare dans un texte narratif ordinaire. L’histoire racontée n’est
pas une histoire comme les autres, elle est totalement au service de I'ob-
jectif mathématique. Elle n’a souvent d’intérét que pour I'enjeu de
recherche qu’elle propose.

La lecture est avant tout fonctionnelle. Suivant le contrat didactique en
vigueur a un moment donné, I'éléve devra retenir certaines informations
et en négliger d’autres.
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—Suite de l'exercice traité page 83 - et

Contrairement aux énoncés que I'on trouve dans des manuels sco-
laires de conception plus ancienne, I'énoncé 2 se présente comme
un texte narratif et informatif relativement riche. Imaginons que ce
texte soit proposé dans une séquence de frangais et dans une
séquence de mathématiques. Un éléve n’aura pas les mémes infor-
mations a retenir dans 'une ou l'autre de ces deux séquences.

‘ Dégager les informations pertinentes dans I'une et I"autre discipline.
| Relever des expressions qui resteraient sous entendues dans un
| écrit de Frangais.

Séquence de frangais Séquence de mathématiques

noms des personnages 4 personnes

leurs dges consommation : 10 | aux 100 km
lieu d’habitation essence : 5 F le litre

projet de voyage a Chamonix a |'aller (comme au retour)
nombreuses dépenses occasion- | repas : 55 F par personne

nées (essence, péage, repas) péage : 120 F

Le contrat didactique habituel en classe de mathématique laisse penser
que les données numériques sont importantes et que les autres données,
qui servent a construire du sens, font partie de I’habillage du probléme.
Elles pourraient étre remplacées par d'autres.

Pour le probleme étudié, certains éléves mettront beaucoup de temps
pour traduire « Monsieur et Madame Dupommier, Mélanie et Christophe »
par « 4 personnes », or ¢’est I'information nécessaire au traitement du
probléme.

D‘autre part, dans ce texte, I'histoire reste au service de I'objectif mathé-
matique. On voit des expressions peu courantes dans un texte narratif :
- avez-vous déja vu a I'entrée d'un restaurant « Menu a 55 F par per-
sonne » ?

— précise-t-on que le prix du repas est le méme a |aller et au retour ?
Ces informations restent sous-entendues habituellement.

L'habillage d’un énoncé de probléme en texte narratif est justifié par la
volonté de rendre « concrétes » les notions mathématiques en jeu pour
qu’elles gardent du sens en tant qu’outils. Les textes a caractére docu-
mentaire sont aussi des habillages. Est-il possible de proposer de vrais
enjeux de savoir sans habillage ? Cela suppose de construire des situa-
tions ol le jeu proposé apparait comme un défi proposé aux éleves.
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= A Cnaque opjecur son enonce

L'énoncé de pfobléme et Iécrit mathématique en général sont trop sou-
vent réduits a une forme simplifiée de texte visant a I'automatisation de
techniques ou de régles en contexte et faisant fi de la nécessaire appro-
priation du sens de la tache a effectuer par les éléves. Dans I'exercice
précédent, I'énoncé 1 est congu de fagon a éviter les difficultés de lec-
ture et a permettre rapidement la résolution du probléme posé. L'énoncé
2 vise I'apprentissage de la lecture d'un texte mathématique.

Il est important de construire des énoncés de probléeme adaptés aux objec-
tifs visés. Ainsi on se doit de distinguer les problemes :

~ visant a faire appliquer en contexte une technique déja apprise dans
des situations analogues (réinvestissement ou contrdle) ;

- visant un apprentissage par découverte d’une stratégie optimale (pro-
cédure experte) pour sa résolution ;

— visant un apprentissage méthodique a la lecture et au traitement d’énon-
cés.

B La sélection des informations

Revenons a I'énoncé 2, il s'inscrit dans une logique de tri d’informations.
Il est remarquable dans le sens ou il illustre de facon claire qu’une
recherche d'informations pertinentes ne peut se faire a priori. Ce n’est
que parce que I'on entrevoit |e traitement mathématique qu'il faudra pro-
duire que I"on peut reconnaitre les données utiles. Dans cet exemple
I"age des enfants peut étre négligé. Ce serait une donnée pertinente si le
restaurant proposait un menu enfant pour les moins de 13 ans. Au
contraire le nombre de kilometres va intervenir dans le calcul du codt
en essence, le nombre de personnes dans le calcul de la dépense occa-
sionnée par les repas. Dans ce type d'énoncé des connaissances prag-
matiques sont souvent nécessaires pour conduire un traitement mathé-
matique. Par exemple, ici il faut savoir qu’un péage d’autoroute est
demandé par véhicule et non par personne occupant le véhicule.
Différents supports de lecture peuvent étre proposés aux éléves pour tra-
vailler la sélection des informations. Différents objets sociaux peuvent
étre utilisés et servir d’habillage a des situations mathématiques. Nous
proposons comme exemple deux pages de manuel de CE2.
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Le nouvel objectif calcul CE2, p. 30, 1995

)l Résolution de problemes :
recueillir des informations (1)

Exploret diven docsments ‘

Utilise oot arbes géndalog pour répondre aux
1. Comment sappelie le geand pére matems! 6. Powquot Vincent Lapoete st Louis Laparte
de Vincent 7 ont-ils Ja méeme nom de tamille ?
2. Gl est nd an 19107 7. Quel est be prénom de Ja grand-mére
3. Ponuline Martin estelie plus jeune ou pius 8pée  Mateenella da Vincent 7
que Jocques Laparte ? 8. Quelle est Tannée de naissance de i Hlle
4. Qui est Iamdeo grand-méce paternslie de Vincent Lapoete 7
de Vincent 7 9. Quoilles personnes sont nées entre 1920

§. Comment sappelle le man de Cécle Boone 7 et 19407

10. Utllise cette repeésentation du semps s sidcle 0 sdcke xr siécle
pour pépondie 4 Ja question /" Y"\\/"‘“\
Vincent Laporte ol des grands- 315
parents nés au xx* sicle 7 1800 1900 2000
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Problémes

Apeés avor lu cefte publicté
pout le spaciacie «Aida », 1éponds
ux questions sulvanies
a/Quel est Jo nom de la salle
de spectocie ?
by Que signitie Jo mot location ?
¢/ Comment peutan louer
dies places ?
4/ Que repeésente le dessin an bas
4 diotte de Ja publicits 7
Queis renseignements apporte-d ?
o/ Combien de spectateurs
cetle salle contientelle 7
1/ Quel est lo prix d'une piace
da & sére () 7
@/ Pourquol le prix des places
est-ll difféeent selon la sitie 7
h/ Quels qutres renssgnaments
apporte cette publicns 7

- Vouct e

Acxse 10, 100, 1 000,

A
—— gy

ALY DA

LOCATION BERCY
de 11 hewres 3 18 heures sauf Dimanche
Tel.: 44 68 44 68 5h-19h. sf Dimanche

Minitel: 3615 code LOCVITE - 3615 code BERCY
RENSEIGNEMENTS : 40 02 60 20
Soirée & 20h - Matinée & 15h - Reliche le lundi

sur les chles da Eretagne.

AN
il=

4
A

a/ Quel est lo mois pendant lequal
'y @ lo moins de production 7

b/ Quelie est o période ol I'on produst
@ la fois des hamicots mange-tout
et das choux-flews 7

= ©/ Guals sont les moss ol les ctes

de Betagne produisent lo plus
de Yagumes de difiésentes sortes 7
Quels sont ces Mgumes 7

"1 d/ Coenbiien do tomps dure Ja récolie

cos 7 celle des petits

e pois ? et cslle deés radis 7

®

—— Mh‘_"_‘_‘

‘-\-—‘-\..-\___\__

= ALUVILES U ELwIre renecnie : quelques exemples

Des travaux sur I'écrit proposent des exemples d’activités de lecture en
mathématiques*®. De telles activités peuvent étre conduites dans le cadre
de I'apprentissage a la résolution de probléme mais peuvent également
étre adaptées a des éléves qui auraient des difficultés en lecture. A titre
d’exemples, voici quelques types d’énoncés :

Enoncés a structure langagiére semblable, induisant un trai-
tement numérique différent

Un éleveur de volailles expédie 7 608 boites d’ceufs, Dans chaque
boite, il y a 24 ceufs. Combien a-t-il expédié d'ceufs ?

‘Un éleveur de volailles expédie 7 608 ceufs. Il les met par boite de
24 ceufs. Combien va-t-il expédier de boites d*ceufs ?

Un parking dispose de 3 niveaux de 126 places chacun. Combien
de voitures peuvent stationner dans ce parking ?

Un parking dispose de 126 places sur 3 niveaux. Combien de voi-
tures peuvent stationner par niveau ?

Le directeur d'une école de 6 classes commande 288 pochettes de
feutres. Chaque pochette contient 12 feutres. De combien de feutres
disposera chaque classe ?
Le directeur d’une école de 6 classes commande 288 feutres. Chaque
pochette contient 12 feutres. De combien de pochettes de feutres
disposera chaque classe ?

Enoncés a mots inducteurs « trompeurs »
Pierre mesure 125 cm. Son frére Joél mesure 141 cm. Combien Joél
mesure-t-il de plus que son frére ?

Pierre paye un pantalon 259 F. Il a bénéficié d'une réduction de
25 F. Quel est le prix normal ?

Enoncés séparés des nombres

Les données numériques ont été séparées du texte du probléeme. Il s’agit
de trouver leur place dans I'énoncé en assurant la cohérence mathéma-
tique et pragmatique.

49. Sur ce théme, on pourra lire les articles suivants :

Escarabajal : « Schémas d'interprétation et résolution de problémes arithmétiques », Revue
Frangaise de Pédagogie, n° 82.

« Quel est I'age du capitaine ? », Revue N, n° 19, IREM de Grenoble.

J.-F. Richard : « Traitement de I'énoncé et résolution de problemes », Bulletin de psychologie,
n® 375,
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Le T.G.V. part de Bordeaux & ... h ... mn. Il arrive & Paris & ... h
avec 15 mfi de retard. Quelle a été la durée du voyage ?
Nombres a placer : 11 ;45 ; 15.

Pour nous cing, papa achéte ... g de cerises ... F le kg. Quel est
le prix des fruits achetés ? 5
Nombres & placer : 1500 ; 25.

Ces exercices ont comme objectif de dépasser une lecture superficielle
du texte du probléme qui consisterait a retenir des mots ou des nombres
sans chercher a construire une représentation de la situation.

On peut aussi séparer dans le temps le moment de la lecture et de la prise
d’information du moment du traitement numérique du probléeme>. Par
exemple, les enfants lisent un texte de probleme, écrivent la suite
des opérations a effectuer pour résoudre ce probléme et confient ce der-
nier travail a d’autres éleves (le centre de calcul). On trouve aussi des
exercices demandant de construire un schéma pour organiser des don-
nées, pour mémoriser une activité mathématique ou I'évoquer, pour don-
ner du sens a une situation. Certains manuels scolaires que I’on trouve
aujourd’hui sur le marché proposent de nombreuses activités riches et
variées visant |"apprentissage de la résolution de problémes.

M Produire des énoncés pour mieux savoir les lire

Des activités peuvent étre proposées dans les différents cycles de I'école
élémentaire afin d'aider les éléves dans la lecture d'écrits mathématiques.
L'une d’elles consiste a faire produire un énoncé de probléme corres-
pondant a une opération donnée. La classe est organisée en équipes de
4 éleves, chaque équipe est séparée en 2 groupes, un groupe émetteur
et un groupe récepteur.

Croupetoli - Sgilge ey Groupe
émetteur | récepteur |
o S PR RSN

Le maitre propose au groupe émetteur une opération, par exemple
12 x 15. Ce groupe écrit un énoncé de probléme dont la solution s’ob-
tient en posant I'opération proposée et le transmet au groupe récepteur.
Ce dernier doit résoudre le probléme. Une premiére validation se fait en
confrontant I'opération posée par le groupe récepteur et I'opération dont
est parti le groupe émetteur. Cette confrontation ne suffit pas. Les mes-
sages élaborés par les différentes équipes doivent étre ensuite discutés
collectivement.

50. La collection Ermel Cours Moyen, Ed, Hatier, propose de tels exercices.
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Voici des exemples de messages réalisés par des éléves a qui on propo-
sait, en travail individuel, I'opération « 12 x 15 » :

tya2 aema_qm on: 45 élives

MWMJ".«.
42
b42‘uﬁuaﬂ£m&.ﬂ
hacune. Gormdren.o - t—!:.‘
thAZ ‘M\M?
CRuistorhe cHZ |

|MW' A2 Baxrins in anegints a.A2 egnlpasse o
i 0’0’\:“0{:45 w&»(SJ&dMAAaM&
e &1 voudnait sanvon combien Al a
‘Cvm‘w\. at-il devn Bl o2 outils?

Ghoman cm. j Mone CN2
oMoman davcond. on ville et | Un Vs Bune 42 boubedles de
aditc'tzrqu& dodfs 215 | Aot conkerant hocune 45 Ly
framas. y Corbion de Libus de Laik
Gm‘('oum-t-c&d.ul[t? Livne -A- L7
N obude CMZ | oZaungnk tMme |
Damo une boike. de slile i y on o ‘

12. Moaman veur acketen 45}

Soiltes. ‘

Gombien maman ade strglon ?
Jubie CE2|

Z'ai. 42 '\.am.zé. de A5
safades,

Quel nombre 4otal 7
Nebly CE2

Dans L'apres midi, PMC décde |
d'allen en ville posr faire m\
codeait o so meut. lva cher an
fleuninte, Al voit 12 noses & A5
hanu Cane -
Combien coutenomt les A7 noses
o A5 ﬂAM "M ')

CRuistine €Mz |

Ma mamie \ante 12 solodes
dans som potagen. L amée d

e mulbiphie 45 {ois e nombre

de salades.

Gombion de salodes.”
cManem CE 2

Les messages ainsi produits sont sirement différents de ceux qui auraient
été réalisés par des groupes de deux éléeves (un premier contrdle s'ef-
fectuant a l'intérieur des groupes). On peut noter que :

- tous les éleves utilisent les données numériques 12 et 15 ;

91



- certains éléves renvoient a un sens précis de la multiplication®' (pro-
duit de mesurés, grandeurs proportionnelles...), d’autres comme Marie
ici sont loin de I'opération proposée ;

— des éleves comme Christine maitrisent parfaitement les tournures en
usage dans les énoncés de probleme (I'une, chacune...) ;

- certains contextes collent a la réalité, d’autres paraissent invraisem-
blables (une fenétre 3 12 F).

Ce type d’activité met en évidence des difficultés mathématiques mais
aussi les représentations des éléves concernant les énoncés. Différentes
exploitations sont alors possibles : un travail mathématique sur le sens
des opérations, un travail d’expression écrite dans un contexte particu-
lier, une réflexion sur la vraisemblance des énoncés (caractére plau-
sible des événements, ordre de grandeur des données, etc.).

~——Exercice libre

| Faire une analyse détaillée de chaque message et envisager un tra-

vail différencié (en frangais ou mathématiques) pour aider chaque
éléve.

LES AUTRES ECRITS MATHEMATIQUES

B Les consignes

Sans proposer une étude exhaustive des différentes consignes qui exis-
tent au niveau des activités mathématiques il convient de distinguer les
consignes « ouvertes » des consignes « fermées ».

Par exemple, I'exercice étudié page 72 aurait été bien différent si on avait
demandé « Démontrez que les points QQ, U, A ne sont pas alignés » plu-
tot que « Que pouvez-vous dire des points Q, U, et A 7 ».

Est-il plus intéressant de laisser des questions ouvertes ¢ A priori cela
demande a I'éléve un travail de recherche plus poussé. Mais on risque
de tomber dans une recherche des intentions de |'auteur plutdt que dans
la recherche d’un défi mathématique.

Pour ce méme exercice, la réponse « QQ, U, A sont alignés » en est la
preuve, D'autre part, que penser des réponses suivantes :

- Q, U et A sont des sommets de triangles ;

- Qestal3cmde O, Aesta 2l cmde O etQ se trouve 38+2cmde O ?
Ces deux réponses sont justes. La premiére est non pertinente car un
point peut toujours étre considéré comme sommet d’un triangle, Un éléve
qui apporte cette réponse fait en fait référence a la figure qu’il a sous
les yeux et aux triangles déja tracés. La deuxiéme réponse est intéres-
sante. Elle suppose un traitement des données :

51. Se référer aux travaux de G. Vergnaud sur les différents sens de la multiplication : L'enfant,
la mathématique et la réalité, Ed. Peter Lang.
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— simple pour les deux premieres distances : QO =QE+EO=5+8;
AO=AT+TO=13+8;

~ plus élaboré pour la derniére : le triangle OEU étant rectangle, le carré
de I'hypoténuse OU est égal a la somme des carrés des cotés OE et EU
soit OU? = OE? + EU? ou encore OU? = 64 + 64 = 128.

Ce n’est pas la réponse attendue. On voit a travers cet exemple que toute
question de la forme « Que peut-on dire de... ¢ » peut déboucher sur des
considérations non prévues par I"enseignant. Suivant I'objectif de la situa-
tion proposée aux éléves — évaluation de connaissances, probleme de
recherche — ce type de question est a éviter ou au contraire a privilégier.
On retrouve 13 un point déja vu a savoir « a chaque objectif, son énoncé ».

—Exercice (corrigé page 218) =

On a représenté deux droites d1 et d2 dans le plan muni d’un repere
R = (0, i, j). Que peut-on dire de ces deux droites ?

d1

Imaginer des réponses possibles d'éléves de troisiéme a la ques-
tion posée.

La lecture de consigne est directement liée au savoir en jeu et au contrat
didactique de la classe. Son apprentissage reléve de |apprentissage mathé-
matique.

M L’élaboration d’une stratégie de résolution

L'écrit aide a structurer la pensée, en particulier il favorise la construc-
tion d'une stratégie de résolution d’un probléme. L’école utilise des cahiers
de brouillon ou cahiers d’essais sur lesquels |'éléve peut se tromper, ne
pas respecter des regles de présentation. Ces cahiers sont généralement
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ue nduvdise qudine, 1 ont pas arott a un protege-canier,.. Un canier
de « recherche mathématique » pourrait se définir comme la propriété
privée de I'éleve. Faire des mathématiques, c’est écrire, faire des essais,
se tromper... Le langage alors utilisé peut ne pas étre conventionnel. On
n’est pas dans une démarche de communication mais simplement de
recherche. La trace écrite est nécessaire pour faire aboutir un raisonne-
ment : mesurer I'écart au but, conclure, réorganiser les idées et rendre
leur enchainement plus élégant. L’école ne doit pas « tuer » la produc-
tion d'écrits spontanés en mathématiques car ils font partie de Iactivité
mathématique. =

Cette attitude face aux mathématiques peut étre favorisée par le respect
d’un domaine privé pour I’éleve mais valorisé au sein de |'école. On
verra dans le chapitre 6 « La prise en compte des connaissances des
éleves » page 99, une étude de stratégie d'éleve.

B La production de messages

La production de messages dans des situations de communication entre
éleves peut viser différents objectifs :

— formuler des stratégies ;

— élaborer un langage (par exemple, a propos d’objets géométriques) ;
élaborer des définitions ;

décrire un programme de construction ;

utiliser un langage déja connu ;

faire apparaitre les conceptions des éléves ;

réinvestir des notions ;

- etc.

Ces messages sont I'occasion de débats entre les enfants émetteurs et
récepteurs. C'est I'occasion de développer un travail sur I'écrit mathé-
matique (relecture, choix des informations pertinentes, précision du voca-
bulaire utilisé).

On trouvera des activités de productions de messages étudiées dans
différentes parties de I'ouvrage.

B La communication de procédures et de résultats

Rechercher un probléeme ou en rédiger la solution sont deux choses
trés différentes. La premiére est d’ordre privé alors que la deuxi@me entre
dans une démarche de communication et doit donc en suivre les régles.
Le passage de la solution trouvée a la solution présentée reléve d’un
apprentissage.

Nous reproduisons en page suivante un extrait de manuel de Cour Moyen
datant de 1960°2,

52. Morgan Thaller, p. 39.
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PROBLEME

Une boulangerie travaille chaque jour 19 balles de farine pesant

chacune 1 q. Elle est fermée chaque mardi et prend 3 semaines

de congé payé dans I'année. Calculez : ]

1° Le poids de farine employé par semaine, sachant que la veille
de la fermeture hebdomadaire, il faut 450 kg de farine de plus
que les autres jours.

2° Le poids de farine employé par an.

3° Le poids de blé correspondant a la quantité de farine employée,
si 100 kg de farine sont fournis par 130 kg de blé.
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Aovibion oo fOPS Ao tovrrerel picer | i

devricrenie S8
=1 - 4 X_'M_-fz*_
Sosids oo /)ﬁhr /wyf/;yf' v G ponrs 706550
Iy X FIXRE - Yy

Prids loterl pierr serncrine

S/ 700 g + 750 Ay = | KKy
Nombon b semceenes e thaoad

BXF TN X = 77

vl e /f’”w'm ' fuats ettt

/S 850 kg X A9 = |TSC 650 £y TIOG: T
Nornbine e contirines o 46'/ = o80T 2(_4_):/;
Lo = Vo
Toids o b6 orreyondant SRS +
AI0 Rg X 5 806 = |ZH Sl Ay | e
Hgnonses
Soicds b ﬁ/wu' ﬁ/ylé_yé S

sermaine 11§50
Driicds o ﬁ/w myl@w praran o G800 63)7‘&
Toids oo 006 corvespondant - T8 Ay

95




Ce modele semble désuet mais un des roles de I'école est d’apprendre
aux éleves a cdmmuniquer. Une copie, dans la mesure ou elle doit étre
lue par une autre personne (le correcteur en I'occurrence) doit étre pré-
sentée selon certaines régles. Toutefois, on peut regretter que trop sou-
vent celles-ci n"apparaissent que de fagon arbitraire : « souligner les
réponses en rouge, sauter une ligne aprés la question, laisser 4 carreaux
apres la marge... » sans que leur existence ne soit justifiée.

A I'école primaire, rédiger une solution et communiquer une démarche
sont deux choses distinctes. Cela n’est plus tout a fait vrai dans le secon-
daire ou tout résultat doit étre justifié, démontré. Alors, les régles de la
communication deviennent plus complexes. L'éléve peut avoir envie d’ar-
gumenter pour convaincre le professeur de la validité de sa solution, ou,
au contraire, estimer que celui-ci comprendra, méme si certaines étapes
du raisonnement ne sont pas mentionnées. Dans ce dernier cas, les exi-
gences de I'enseignant peuvent alors apparaitre comme des marottes.
Pour permettre |"apprentissage de la communication de procédures ou
de résultats, il va falloir inventer des situations dont ce sera I'objectif.
La rédaction d'une copie lors d'une évaluation sera alors la mise en ceuvre
de cet apprentissage.

Exercice (corrigé page 219) —————

Evaluer les copies de Laure et Antoine, éléves de seconde, a qui
on demandait de déterminer une équation dans un repére du plan
de la droite passant par E, E (- 12, 2) paralléle a la droite (BC) les
points B et C ayant comme coordonnées : B (-1, - 4) et C (7, 7).

cbaune e 5, it
cotf din. (BC) 56“#) M(x.‘})
EM (3442, 1‘,—-.2) (( ,M)

-4-3 1 M35 Lo droike
TR 3“" 1“"“"
(E)y=1315x 48 "“WM ’“"‘"‘%“
*i o&-:twumum |

2-to506 WM Hentn sty
, v T
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La copie de Laure CONUENT Id UraCe Ue SUI TdISUNNEIIETIL, EHE Luiapuniv
a un écrit privé car elle n'utilise pas les régles habituelles de communi-
cation. A contrario celle d’Antoine répond parfaitement aux attentes
d’une classe de seconde. Rédiger une solution c’est réaliser un message
compréhensible par un récepteur qui peut ignorer la question posée, qui
n’est pas censé connaitre la stratégie développée... Cela s ‘apprend.

B La formulation du savoir repéré

Expliciter le savoir en jeu a un moment donné des apprentissages est une
phase incontournable (institutionnalisation) afin que les éleves reperent
le savoir en jeu. Cela débouche sur des écrits mathématiques dans le
cahier de cours mais aussi dans les aide-mémoire que proposent les
manuels scolaires. (Nous proposons en p. 98, un aide-mémoire du manuel
Le Nouvel Objectif Calcul CM1, Ed. Hatier, p. 210.)

On a tendance 2 croire que dans un résumé de cours, les exemples choi-
sis, les remarques formulées, dans la mesure ils ont été explicités, sont
compris par les éléves,

Une anecdote va illustrer le fait que les enseignants ne mesurent pas tou-
jours les difficultés rencontrées : dans une classe de terminale, un pro-
fesseur fait écrire aux éleves en titre de legon « Produit scalaire » et en
premiére remarque la phrase suivante : « Le produit scalaire de deux vec-
teurs est un nombre réel ». Suivent alors la définition du produit sca-
laire de deux vecteurs et les premieres propriétés. Quelques jours plus
tard, il effectue un contréle rapide de connaissance et demande aux
éleves, outre le calcul du produit scalaire de quelques vecteurs simples,
de rappeler la définition. Plus de la moitié d’entre eux écrivent : « Le pro-
duit scalaire de deux vecteurs est un réel » et effectuent ensuite les cal-

culs correctement, Le statut des mots « définition », « théoréme », « pro-
priété »... échappe parfois aux éléves or ils entrent dans le langage
mathématique.
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Le Nouvel Objectif Calcul CM1, page 210

b Opérations

b L'addition : technique

A 2 1
Pour faite une addition en colonne 4 6 9 %
¢ il faut placer les nombres @ additionner Jes uns B 4
50us les qutres. en alignant en colonnes les chittres + 9 5 6
d'une méme classe {unités, diaxines, containes. .);
* i ne faut pas oublier Jos retenues s y en a 2 3 3%

> La soustraction : sens

Voic: des situations od la soustraction permel de tiouver rapsdemant ka solution
* Pour trouver une distance ou un éoart.

1638 1640 70
Exemple : Louis XIV. né en 1633, —
o5t mart en 1715. M —
T a véeu 1715 - 1638 = 77 ans, ce qul f2l.... i R b
paut 5o 1epedsenter par ce schdma :

* Pour trouver un complément. Exemplo

15 conteaux suz 35 sont déid posés. Ona3is
Il fout commander be compiément : On en utilise 25,

15+20=35 1l on teste
cuds-15-20 35-25=-10

b La soustraction : technique

* 235198 = (235 + 2) - (198 + 2) = 237 - 200 = 37 Le résuliot d'une soustraction
t ' ne change pas s I'on ajoute le
méme nombre & ses deux 10rmes.

* Cette propeldté est utilishe dans les soustractions & retenues.
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LA PRISE EN COMPTE
DES CONNAISSANCES
DES ELEVES

Nous avons déja évoqué, pages 90 et 93 (étude de messages
écrits), tout I'intérét qu’il y avait a s’intéresser aux formu-
lations écrites des éléves. Dans cette partie, nous allons cen-
trer notre attention sur les échanges oraux puis étudier des
écrits d’éléves et en tirer quelques réflexions.

LES ECHANGES ENTRE ELEVES

L'organisation par groupes pour une activité mathématique peut parfois
étre tres intéressante. Les éléves échangent a propos des notions en jeu
dans leur propre langage, ils confrontent des points de vue et vont donc
faire évoluer leurs représentations. Toutefois il est trés difficile pour le
maitre de gérer ce qui se passe. De nombreuses choses lui échappent :
des idées intéressantes qu'il pourrait exploiter dans son enseignement
comme des affirmations fausses qu’il souhaiterait remettre en question.
On n’a pas souvent la possibilité de s'intéresser aux échanges qui peu-
vent exister entre des éléves en dehors du regard du maitre.
Reprenons les échanges entre Julien et Elise lors de la lecon observée
page 30. Elise propose des essais sur les nombres. Julien, parce qu'il écrit
ou ne dit rien, approuve ce que dit Elise. C’est elle qui organise la
recherche. w
Un peu plus tard, Julien propose « moins », il est aussitot interrompu par
Elise « on ne peut pas couper ! ». Elise renvoie a Julien le sens de la sous-
traction. Il y a contréle du sens a I'intérieur du groupe, ce qui naurait
pas forcément existé chez un éléve seul. Il est intéressant de regarder
ce qui se passe lorsque les éleves arrivent a :

1,57 +0,3=1,60
C'est Elise qui a I'idée de ce calcul. Julien ne le remet pas en cause. Il
semble simplement étre attentif au résultat pour le comparer au nombre
cherché. Dans la suite du dialogue, Elise dit « non, la c’est faux » mais
en fait ce n'est pas la procédure de calcul qui est remise en cause mais
simplement le fait que 1,60 n’est pas le nombre attendu pour cet exer-
cice.
A la suite de cette séquence, le maitre propose un nouveau jeu : « Le
compte est bon ». Il s’agit de trouver un nombre fixé en ajoutant des
nombres choisis dans une liste donnée.
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. lls vont essayer de
trouver une stratégie : faut-il prendre les nombres les plus grands ? Aprés
un moment de découragement voila ce qui se passe :

Euse : Comme ga zéro... attends laisse moi faire... pourvu que
¢a marche cette fois ci...

Euse : Attends, attends, j'ai presque, dix, onze, douze... zéro
virgule trois, quatre, cing... c’est bon, on a trouvé !

,2)035 3[93
o+ A58 42,05

333 5,028

Juuien ¢ Il faut enlever le zéro.
Euise : Oui, mais ¢’est bon.
JuLieN : Alors ce n‘est pas moi qui vais au tableau !

Dans cet échange on voit que le zéro ne pose pas de probleme a Elise
qui affirme avoir trouvé le bon nombre. Pour elle 5,028 égale 5,28. Cette
affirmation fausse se fonde vraisemblablement sur une affirmation juste
(par exemple : 13,24 = 13,240) dont I'enfant tire un théoréme faux en
généralisant quelque soit la place du « 0 ». Julien réagit : « il faut enle-
ver le zéro », mais le résultat obtenu doit lui sembler douteux car il ne
veut pas passer au tableau.

On assiste ici a des interactions entre les éléves qui ne débouchent pas
sur un débat d’idée et sur la connaissance. L'absence de rétroactions
internes a la situation ne permet pas a chaque enfant de contréler les
affirmations de I'autre. On voit ainsi combien il est important pour le
professeur de construire des situations au cours desquelles I'éléve va
mettre ses hypothéses a I'épreuve des faits.

LES SITUATIONS FAVORABLES
En Cours Moyen premiére année, un maitre propose |’activité suivante :

P Y = o

-

o - -‘v(

3 5, R e Y gl L SO
Le groupe récepteur réalise la figure décrite par le message. Puis, I'en-
semble de |'équipe vérifie par superposition.
Voici des exemples de messages produits lors de cette activité :
(On note Ti les messages qui se rapportent a des triangles, Ci ceux qui
se rapportent a des carrés, etc.)
T1 : « C'est une figure triangulaire. Le plus grand coté fait 12 cm 8 mm,
le plus petit fait 9 cm. Le troisieme fait 10 cm. »
Les récepteurs répondent qu’ils trouvent que le troisieme coté fait
11 cm 8 mm et que « ¢a ne se peut pas. » Les émetteurs confirment leurs
mesures. En fin de comptes, le triangle construit ne se superpose pas avec
le modele.
T2 : « Ca a trois cotés. Un coté fait 7 cm, l"autre coté fait 6 cm, l'autre
coté CA fait 14 cm. »
Les récepteurs disent ne pas savoir faire.
T3 : « C'est un triangle. Il y a un angle droit. C'est A. Le coté AB fait
4 c¢m, le coté AC fait 3 cm. Le coté BC fait 5 cm. Le coté BC est le plus
grand cOté. »
Le triangle construit ne se superpose pas avec le modele.

FExercice (corrigé page 219)

Pour chacun de ces messages, analyser |'origine probable de

| I"échec. Provient-il du groupe émetteur 7 Du groupe récepteur ¢

Cette exemple met en évidence des conceptions d'éléves de Cours Moyen
concernant le triangle. Voici maintenant des messages écrits obtenus
dans des conditions semblables et relatifs a d’autres figures géométriques :

— Exercice (corrigé page 220)
Voici des messages concernant d’autres figures géométriques :
(carré, rectangle, losange, parallélogramme).
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R2: « C’est un rectangle. I fait 7 cm de long et 4 cm de large. »
L1: «Ily aquatre cbtés. Le premier c6té mesure 7 cm, le deuxiéme
C’est comme un carré penché. » 64 4
L2 : « Il y a quatre cOtés. Ils mesurent tous 7 cm. Il y a les cOtés AB
puis BC puis CD puis DA. llya9cmde BaDet6,3cmde AaC. »
P1 : « C’est comme un rectangle penché. Les grands cotés font
10 cm de longueur. Les petits cotés font 4 cm de largeur. »

P2 : « Caa4 cotés. AB mesure 10 ¢cm, BC mesure 4 cm, CD mesure
10 cm et DA mesure 4 cm. Le sommet C dépasse a droite de 2 cm. »
P3: « Caad cotés. AB mesure 10 cm, BC mesure 4 cm, CD mesure
10cmet DAmesure4cm. llyalScmde AaC. »

1. Certains messages permettent de construire une figure unique,
d’autres ne permettent pas de construction du tout, d’autres per-
mettent la construction de plusieurs figures. Classer ces messages
selon ces trois familles, en justifiant.

2. Analyser en quoi le message L2 contient des renseignements
redondants. Le réduire en conservant la possibilité de construction.
3. Un professeur, en examinant ces messages, fait I’hypothése que
les mots « carré », « rectangle » sont connus culturellement mais ne
renvoient pas a une caractérisation mathématique précise. Quels

messages tendraient a confirmer cette hypothése ¢

Ce type de séquence de classe, qui permet aux éléves de produire de
I’écrit fonctionnel, éclaire le professeur sur leurs conceptions. Un ensei-
gnement qui consiste simplement a montrer, décrire, nommer des figures
simples ne permet pas aux éléves de prendre conscience de ces concep-
tions et de les faire évoluer.

Dans 'activité précédente, un groupe d’éleves (disposant d'un losange)
a rédigé le message suivant ; « Il y a quatre cotés. Le premier cOté mesure
7 cm, le deuxieme mesure 7 cm, le troisieme mesure 7 cm, le quatrieme
mesure 7 cm. C'est comme un carré penché. »

Lorsque les récepteurs regoivent ce message, ils reproduisent un losange
{(qui a peu de chance d’étre superposable au premier losange !). La
confrontation entre la figure ainsi construite et le modele fait prendre
conscience d’une erreur. Le premier souci des éleves est de savoir qui
en est responsable : est-ce une erreur de mesurage ? de reconstruction ?
Une fois ces hypotheéses rejetées, il devient clair que I'erreur reléve d'un
manque d’information.

Au cours de la séance suivante, les éléves devront mettre au point une
autre fagon de transmettre |'information. On pourra alors voir apparaitre
des formulations du type : « Il faut mesurer entre les deux pointes » (mesu-
rer une diagonale).
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- LES STRATEGIES DES ELEVES

Tout enseignant a la possibilité (et le devoir) de s'intéresser aux produc-
tions de ses éleves face un travail demandé. L'existence de brouillons,
d'effaceurs, de gommes... ne laisse souvent que peu de traces d’un tra-
vail de recherche si le maitre n’est pas vigilant. Bien souvent, ce n’est
que la production finale qui est donnée a voir 3 I'enseignant. Il lui est
alors difficile de retrouver le raisonnement de I'éléve, ses hésitations.
Observons les stratégies développées par des éléves dans la recherche
d’un probléme ouvert®,

Je pense a trois nombres qui se suivent. Je les additionne. Je trouve 354.
Quels sont ces trois nombres 254

ANNE (CM2) écrit successivement :

104 124 - 114 . 143 4
405 122 445 444 1:1"1" 4::
106 i e 445 419 9

345 366 355 4T 34T 384
L'enseignant intervient pour demander a Anne de vérifier son résultat.

Anne approche la solution par encadrements mais elle commet a deux
reprises des erreurs de calcul.

Denis (CM1)
113 16 44
44¢ 114 44%
448 143 A49

a5 . 35 354

Penis recherche des nombres consécutifs proches de 118. Pourquoi part-
il de 118 ? On peut supposer qu'il a divisé 354 par 3.
ALEXANDRE (CM1)

154 14044444442 - 333 345
152 444 a2 iz D 33g dsg AT
M0+det +a2 - 3y 56

7 ‘ - 189
53. On qualifie de probl:ne ouvert, un probléme pour lequel on ne dispose pas a priori de

stratégie optimale (en opposition 3 un probleme type). L'IREM de Lyon a développé des
recherches sur cette idée de probléme ouvert.

54. Ce travail a été proposé par R. Neyret, IUFM de Grenoble.

3"
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Alexandre ne termine pas la premiére addition. Il a sans doute déja prévu
que le résultatme serait pas 354. Il constate que 110 + 111 + 112 = 333
etque 120 + 121 + 122 = 363. Il a ainsi obtenu une somme inférieure
a 354 et une supérieure a 354, Il utilise ce résultat : les deux premiers
chiffres sont 1 et 1. Il ne lui reste plus qu'a déterminer les chiffres des
unités. En prenant 3.. 4., 5, il obtient 2 aux unités, il essaie ensuite avec
4..5.. 6 puis 5.. 6.. 7 puis 7.. 8.. 9 qui lui donne le bon chiffre des uni-
tés. Il peut alors conclure.

CLARRE (CM1)

Claire a une démarche intéressante. Elle décompose 354 comme
300 + 33 + 21.

300=100+100+100;33=11+11+11

Elle ramene le probléeme a la recherche de trois nombres consécutifs de
somme 21. Elle trouve 6 + 7 + 8 = 21

donc 354 = (100 + 11 +6) + (100 + 11 + 7) + (100 + 11 + 8)

JULIE (CM2)

Julie, elle aussi, considere un sous-probléme : trouver trois nombres
consécutifs de somme 54. Au fur et a mesure, elle prend des libertés avec
I'écriture, pour aboutir 3 17 + 18 + 19 = 354 qui traduit bien I'objectif
de sa recherche.

AGATHE (CM2)
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Agathe semble proche de la solution experte : « Les trois entiers consé-
cutifssontn—1,n,n+ 1, leursommeest (n - 1) + n+ (n + 1) = 3n = 354.
L'entier n est donc 354/3 = 118, les nombres cherchés sont 117,118,119, »

Remarque : Alexandre et Julie prennent des libertés avec les écritures.
Dans un travail de recherche, I'organisation des calculs et leur écriture
restent personnelles. Le respect de normes deviendra nécessaire des qu'il
faudra communiquer.

D’une maniere générale une stratégie de résolution peut étre appréciée
en terme de :

— efficacité : elle a permis ou non d’obtenir la réponse demandée ;

~ pertinence : la procédure permet ou permettrait si elle était conduite
a son terme d’obtenir la réponse ;

— complexité : elle mobilise plus ou moins de connaissances ;

— coft : en temps, en calculs ... ;

— d‘adaptabilité : changement de stratégie en fonction des résultats inter-
médiaires obtenus ;

- présence de rétroactions : elle permet ou non la régulation de
I'action ;

- expertise : elle est plus ou moins proche de la procédure experte.
L'inventaire de ces premiers criteres montre qu'il est trés difficile de
hiérarchiser des procédures sauf par référence a un ou des criteres
précis.

Voici deux « défis » empruntés une la brochure de I'lREM de Bordeaux>®.

—— Exercice (corrigé page 220)
1€ défi : « Trouver les chiffres »

Résoudre le probléme posé et expliciter les stratégies utilisées.

Une stratégie efficace de résolution passe par un traitement correct des
informations. Au départ, il s’agit d’envisager tous les cas possibles et d'éli-
miner petit a petit certains chiffres.

55. G. Vinrich : « 50 défis pour petits et grands », IREM de Bordeaux, 1988,
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Exercice (corrigé page 221) ——
2¢ défi : « Cube »

Ps
l s D i "?MAH‘J
{ I e T o JO" u‘!J-uQ

e aumm

o 41 0y
“ Gl i
lmagimlecubecn-dem:eﬂméamdes«peﬂuxm
peints. On décide de peindre les 6 faces de ce « grand »
Combwnde«pems»cubessemdmipeimsnrom I\ﬁen.
2 faces, etc. i L et

Résoudre le probléeme posé et expliciter les stratégies utilisées. l

Dans cet exercice, une stratégie efficace passe par |'organisation de la
collection des petits cubes en une partition pour pouvoir effectuer ensuite
le comptage et contréler le résultat obtenu.

CADRE ET CHANGEMENT DE CADRE

Généralement, un probléme de mathématiques peut étre traité selon plu-
sieurs approches.
Exemple :

La voiture de ton papa consomme, en mo;
lwkm.Quelleenli" !
320hn'1 -

Wi Sy s Al onlibide vy SR liGo HER

Ce probléme traite de la proportionnalité : en effet, il est raisonnable de
considérer, qu’en moyenne, la quantité d‘essence consommée est pro-
portionnelle au nombre de kilometres parcourus (la réalité est en fait dif-
férente suivant que |'on circule en ville ou sur autoroute...). Les gran-
deurs en jeu sont mesurées en litres et en kilometres.

56. D'aprés Objectif Calcul CM2, Hatier, 1987.
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Différentes approches pour la résolution de cet exercice peuvent étre
envisagées :

Résolution du probléme dans le cadre fonctionnel

Soit x la distance parcourue en km et y la consommation d’essence
en |. Par hypothese, y = 0,08x. On définit ainsi la fonction linéaire f qui
lie la consommation d’essence en | a la distance en km.

Nous devons calculer : I'image de 320 par f : f (320) et Iantécédent de
18:f71(18)

Résolution du probléme dans le cadre numérique :

xga

Distance en km l 100 320

Consommation en | 1 8 ! ?

Il convient de compléter le tableau de nombres en utilisant le coefficient
de proportionnalité 0,08 (2 = 320 x 0,08) ou un déplacement horizon-
tal dans le tableau (320 = 100 x 3,2 donc ? = 8 x 3,2).

f(320) = 0,08 x 320 = 25,6 ou encore f (320) =f (3,2 x 100) =
3,2xf(100)=3,2x8 =256

i+ (18) = —— x 18 = 225
0,08

’

Résolution dans le cadre graphique

En plagant en abscisse la distance parcourue en km et en ordonnée la
consommation d’essence en |, la courbe représentant la fonction qui lie
les deux grandeurs est la droite passant par l'origine et le point de coor-
données (100, 8). Aprés avoir construit cette droite, il reste a déterminer
I'ordonnée du point d'abscisse 320 et I'abscisse du point d’ordonnée 18.
Cette méthode suppose un choix correct d’unité sur les axes et garde
toute |'imprécision due a toute lecture sur un graphique.

consommation

)
(en ) 2 v

20+
18

104

0 100 ? 320
distance parcourue
en km
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B.ien sar, quelle que soit la méthode choisie, la reconnaissance d’une
sn’tuation de proportionnalité est indispensable en premier lieu. Il serait
rc;ducteur de concevoir la proportionnalité uniquement a travers des exer-
cices portant sur des tableaux de nombres.

La ré?olution d’un exercice selon telle ou telle approche peut étre la
conséquence d'un rapport personnel de I'éleve a cet exercice ou
d’habitudes de classe. Le fait de pouvoir passer d’un cadre de résolution
a_ un autre constitue sans aucun doute une étape nécessaire a I'acquisi-
tion d’une notion. R. Douady a étudié cet aspect de I"apprentissage.
Reprenons ses définitions :

« UI.I cadre est constitué des objets d’une branche des mathé-
matiques, des relations entre les objets, de leurs formulations
éw‘:ntuellement diverses et des images mentales associées a ces
objets et ces relations. [...] Le changement de cadre est un moyen
d’obtenir des formulations différentes d’un probléme qui sans étre
néc;ssairement tout a fait équivalentes, permettent un nouvel
acces aux difficultés rencontrées et la mise en ceuvre d’outils et

:Fchnigues qui ne s’imposaient pas dans la premiére formula-
on. »”’

Conclusion : En travaillant sur les changements des cadres, I’enseignant
va donc permettre a I'éleve d'envisager plusieurs approches, plusieurs
. é(_tlairages » d'une méme notion. Celle-ci ne sera plus totalement assu-
jettie au contexte d'introduction. Le changement de cadre est un moyen

privilégié pour permettre de mieux approcher la nature des objets mathé-
matiques.

57. R. Douady : « leux de cadres et dialectique outil-objet », RDM, vol n° 7/2, 1987, p.9.
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LE STATUT
DE LERREUR

Nous avons observé des stratégies d’éléves. Celles-ci sont
pertinentes ou non. Les erreurs commises par les éléves
constituent le plus souvent des « symptdmes » de I'utilisa-
tion de modéles erronés. Il est donc utile de s’intéresser
aux erreurs des éléves pour faire des hypothéses raison-
nables sur leurs origines.

ERREUR OU ECHEC ?

Les dictionnaires opposent « erreur » et « vérité », alors que « échec »
est 0pposé a « succes ». Nous empruntons les définitions suivantes au
Petit Larousse, édition 1992.

Erreur : Action de se tromper ; faute commise en se trompant.
Vérité : Caractere de ce qui est vrai ; adéquation entre la réalité
et I'homme qui la pense.

Echec : Insucces, manque de réussite. (vient du persan chah :roi ;
cf. échec et mat qui signifie : le roi est mort).

Succeés : Résultat heureux, réussite.

Lors d’une action, nous dirons qu'un éléve est en situation d'échec si le
résultat obtenu n’est pas conforme a ce qu'il attendait et s'il ne dispose
pas de moyens pour tendre vers le résultat au cours d’un nouvel essai.
Nous dirons qu'il y a erreur si I'éleve peut disposer de moyens pour modi-
fier son action en tenant compte des résultats de I'essai précédent.
Pour avoir conscience de I’existence d’une erreur, un sujet doit au moins
avoir une idée a priori, une conception, faire une hypothése. Sinon, il
ne fait que constater un insuccés, un échec. Les erreurs sont le résultat
de tout un systeme de conceptions de I’éleve, de ses intuitions, des
dispositions qu'il prend pour résoudre les problémes. L'erreur n'est donc
pas seulement |'effet de I'ignorance, de Iincertitude, du hasard comme
les théories empiristes ou behavioristes le laissent penser.

Du point de vue de la relation enseignant-enseigné, selon que l'on se
place du c6té du professeur ou de I'éléve, la relation éleve-situation n'est
pas vue de la méme facon. Ce qui est étiqueté erreur par I"'un peut n'étre
que la perception d'un échec pour l'autre.
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ver une « risée » ne « choque » pas la grand-voile. Le dériveur se retourne.
Le stagiaire débutant déclare qu’il y avait trop de vent et peut ne pas com-
prendre ce qui vient de lui arriver. Le moniteur dira « il fallait choquer
ta voile ». Le moniteur a interprété Iaction et a pointé la cause probable
de I'échec. Pour lui, c’est une erreur. Le stagiaire était en échec (provi-
soire espérons-le). Il lui faudra acquérir certaines connaissances, mémes
implicites, concernant les effets des forces s’exercant sur le voilier pour
qu’il « commence a comprendre ce qui est arrivé ».

Vu du co6té du professeur : a partir du fait établi (le voilier retourné) le pro-
fesseur a su analyser les causes de I’échec. Son savoir sur le maniement
d’un dériveur lui permet de donner une explication. A ses yeux, il ne peut
s’agir que d’une erreur, puisqu’il connait les moyens d’y remédier.

Vu du cété du stagiaire : selon les connaissances qu'’il peut mettre en jeu,
il peut :

— soit ne pas comprendre les raisons du chavirage. Il est alors en échec ;
— soit comprendre aprés coup et penser pouvoir en tirer les conséquences
pour le futur. Dans ce cas, il pourra percevoir son échec comme une
erreur.

I convient donc de distinguer le point de vue de I'enseignant de celui
de I’éléve. Du point de vue de I’enseignant un échec ponctuel dans
une activité mathématique peut renvoyer a une erreur dont il connait
I'origine probable. Mais ce méme échec peut ne pas étre appréhendé
comme une erreur pour I"éléve. [l faudrait pour cela qu’il dispose a tous
moments des mémes outils, des mémes connaissances que I’enseignant.
Or ce n’est presque jamais le cas. Le travail de I’enseignant consiste donc
a discerner, lors d’une situation mathématique, si la non réussite d’un
éléve est la manifestation d’une erreur ou un échec.

Remarque : il convient de distinguer I'échec ponctuel de I'échec durable
qui peut alors relever d’autres causes.

UN ENJEU PSYCHOLOGIQUE POUR L’ELEVE™

Les adultes (enseignants, parents...) ont tendance a minimiser I'intensité
avec laquelle les erreurs sont vécues dans les apprentissages. Si on
demande a des éleves d’écrire autour du mot « erreur » ce qu’il repré-
sente pour eux ou de l'illustrer par un dessin®?, on est surpris par la
violence de certains sentiments. De nombreux dessins représentent des

58. On pourra se reporter a Prendre en compte les erreurs en mathématiques a Iécole et au
collége, ). Duverneuil, M.-F. Savioz, M.-C. Chevalier, Collection Savoir et Faire, CRDP Midi
Pyrénées.

59. D’apres une idée empruntée a I'IREM de Lyon.
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L'enseignant a donc un role important a jouer pour dédramatiser Ier-
reur et montrer sa place dans la construction des connaissances. Dans
certaines phases de travail, il peut instituer « un droit a I'erreur ». erreur
en cours d’apprentissage n’est pas un accident que plus d’attention ou de
soin permettrait d’éliminer. C’est un constituant de I"activité cognitive.

UN ENJEU DIDACTIQUE POUR L’ENSEIGNANT

Les jugements des enseignants sur les erreurs des éleves dépendent de
leur propre rapport aux mathématiques. Pour qui n'a jamais ou peu entre-
tenu des rapports de chercheur avec les mathématiques a quelque niveau
que ce soit, I'erreur doit étre éliminée. Restaurer la place nécessaire de
Ierreur dans les activités mathématiques passera donc par un nouveau
rapport personnel aux mathématiques. Le choix du modele d’appren-
tissage est lui aussi déterminant. 'erreur n’est pas admise dans un appren-
tissage dogmatique. Elle doit étre corrigée dans un apprentissage de type
skinnérien. Elle est constitutive de la connaissance dans un apprentis-
sage de type constructiviste.

Méme s'il prend en compte les erreurs des éleves, le professeur est sou-
vent démuni quant aux remedes 3 employer. L'erreur dans un proces-
sus d’apprentissage est révélatrice d’une hypothese, d’une conception
fausse. Lorsque le professeur constate une erreur et qu'il I'accepte, il doit
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Une comparaison imagée entre les pratiques pédagogiques et la méde-
cine de Moliere pourra éclairer ce point : au 17¢ siécle, les médecins
constataient les manifestations d’une maladie. N’ayant pas une pratique
scientifique développée liée a la connaissance de la physiologie, de la
biologie, etc., ils avaient défini des catégories de causes parmi lesquelles
les « humeurs ». Partant de 13, les remeédes étaient connus : il s’agissait
de mixtures, tisanes, saignées, etc. Les causes déclarées n’étaient fon-
dées sur aucune recherche scientifique. Il suffisait que le traitement coin-
cide avec une amélioration pour le patient pour qu'’il soit déclaré effi-
cace pour_I’ensemble des patients.

Dans I'enseignement des mathématiques, on peut identifier certaines
erreurs récurrentes. Pour celles-ci, les enseignants ont constitué un
ensemble de réponses permettant leur traitement. On constate que ces
traitements différent selon les « connaissances qu’ont les enseignants des
théories de I’apprentissage qui sous-tendent leurs pratiques pédago-
giques »%0.

Par exemple, pour comparer les décimaux « 3,45 » et « 3,234 », tel
professeur exigera que |’éléve passe d’abord par I'écriture « 3,450 » et
« 3,234 ». Leffet immédiat est la réussite a I'exercice. Mais on ne mesure
pas |'effet a long terme : en remplagant la comparaison de ces deux déci-
maux par la comparaison des deux entiers « 450 » et « 234 », le profes-
seur montre implicitement a I’éléve que le décimal se traite comme un
couple d’entiers naturels. Il enseigne donc sans le vouloir une concep-
tion fausse des décimaux. On sait, en effet que la structure des décimaux
n’est pas la méme que la structure des naturels. Par exemple, la notion
de deux décimaux consécutifs n’a pas de sens.

B Exemples d’erreurs
—Exercice (corrigé page 221)

Un enfant a eu trois soustractions a effectuer. Deux sont fausses,
une est juste.

291

369 1528

o Rl s B ) BB
G AT v A G v B

Emettre une hypothése sur une fagon de traiter la soustraction

qui permet d’obtenir un résultat juste pour la premiére et 134 pour
la seconde puis 1 315 pour la derniére.

60. N. Milhaud, « Le comportement des maitres face aux erreurs des éléves », DEA, IREM
Bordeaux, 1980.
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Les éléves sont-ils les seuls a commettre des erreurs ?
—Exercice (corrigé page 221)

Voici un exercice et son corrigé extraits d’un ouvrage de mathé-
matiques.

On jette simultanément 3 dés :

1. Trouver la probabilité d’obtenir : a) un seul as ; b) exactement
deux as ; ¢) exactement 3 as.

La solution proposée est la suivante :

La probabilité d’obtenir un as pour un dé est égale a 1/6, celle de
ne pas obtenir d’as est donc 5/6 ; pour 3 dés, la probabilité d’ob-
tenir un as est donc égale a :

P1 =1/6 x 5/6 x 5/6 = 25/216

pour b) : La probabilité d’obtenir 2 as est égale a

P2 =1/6 x 1/6 x 5/6 = 5/1216

pour ¢) : la probabilité d’obtenir 3 as est égale a :

P3=1/6x 1/6 x 1/6 = 1/216

Voici une autre proposition : P1 = 3 (1/6 x 5/6 x 5/6) puisque I'évé-
nement (as) peut se produire au premier, au deuxiéme ou au troi-
sieme dé. Que peut-on penser du corrigé de I’exercice et de cette
autre proposition ?

‘ LA NATURE DE L’ERREUR

B Erreurs anecdotiques
—Exercice traité

Dans I’évaluation CE2 1990, I'exercice suivant était proposé aux
éleves :

¢) Quelle heure est-il ?

Reponsezibest’... .7 i 7

Un éleve répond « 11 h 15 ». Comment interpréter une telle

réponse ?

La premiere idée a laquelle on pense est : I’éléve ne sait pas lire I’heure
sur une montre a aiguilles. En fait ici, il ne s’agit pas de cela mais qui
peut avoir acces a I'explication ? Le test avait lieu en fin de matinée et
I’éleve a répondu a la question apres avoir regardé sa montre !
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On a la un exemple trivial de réponse erronée due a une rupture de
contrat. En effet, a Iécole, lorsqu’on propose le dessin d’une pendule
suivi de la question « Quelle heure est-il 2 », on demande non pas I’heure
qu’il est au moment de la question mais I’heure indiquée par la pendule.

Exercice libre

Imaginer d’autres exemples simples de productions erronées dues
a des ruptures de contrat.

B Erreurs reproductibles

On retrouve chez plusieurs éleves d’une méme classe, de classes diffé-
rentes, d'une année sur l'autre... les mémes erreurs.
Elles apparaissent, lorsqu’elles sont prévues par les auteurs, de facon
nette dans les résultats statistiques d’une évaluation.

— Exercice traité
Voici un extrait des évaluations nationales 1992 en mathématiques
a I’entrée en 6° :

Exercice 36°!

« Un terrain a été partagé comme l’indiqﬁe la figure ci-dessus. »

Entoure dans chaque cas la réponse qui convient :

a) L'aire de la parcelle Les deux parcelles L’aire de la parcelle
A est la plus grande. ont la méme aire. B estla plus grande :

Explique ton choix :

b) Le périmétrede  Les deux parcelles  Le périmetre dm .
~ laparcelle A ont le méme la parcelle B est

estle plus grand.  périmetre.
Explique ton choix :

61. Cahier évaluation 6¢, 1992.
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Les résultats nationaux donnent 90,6 % de réponses justes a la
question portant sur les aires (60 % ayant une justification correcte
éventuellement maladroite).

La question sur les périmétres donne 34,5 % de réponses exactes,
40,8 % des éléves affirment que « le périmétre de la parcelle B est
plus grand ».

Comment peut-on interpréter ces résultats 262

De telles erreurs sont liées au savoir en jeu et révélatrices d’obstacles (cf.
« Obstacles épistémologiques », p. 119). Les travaux récents en didac-
tique des mathématiques analysent ces erreurs en les reliant aux pra-
tiques pédagogiques.

Par exemple, ici, les éleves considerent qu‘aire et périmetre sont des gran-
deurs liées, qui varient dans le méme sens. « Plus I'aire augmente, plus
le périmetre augmente ». On voit sans difficulté que la parcelle B est plus
grande que la parcelle A (aire (B) > aire (A)). Il semble alors que le contour
de B soit plus grand que le contour de A (périmetre (B) > périmetre (A)).
On peut regretter que les enfants n’aient pas majoritairement |’habitude
de vérifier leurs hypotheses. Ici, la situation sy prétait pourtant.

Si une erreur type est commise par un certain nombre d’éléves dans une
activité donnée, il est raisonnable de penser que I'erreur dépend moins
de Iéléve que de Iactivité elle-méme et des connaissances (justes ou
erronées) qu’elle sollicite.

— Exercice (corrigé page 222) j
es

En classe de quatriéme on a repéré les stratégies suivant
employées par certains éléves pour ranger des nombres décimaux :

'S0 : On ne tient pas compte de la virgule, les nombres décimaux
sont considérés comme des entiers sur lesquels est plaquée la vir-
S1 : On range d’abord selon les parties entiéres et, 2 partie entiére
égak, la pa:ﬁedémnalc est cbmpméexcmmne s’“ﬂ s agxssmt d’en-

i range da«ahmdsehn lesparues emﬁmct, &parneenuére
égaie. le plus grand des deux nombres est celui qui a le plus de

chiffres apres la virgule. Si la partie décimale a le méme nombre
ffres, la comparaison s’effem:e comme dans les entiers.

1. Donner, pour chacune de ces stratégies :
— une liste de 4 nombres décimaux tels que I’application de la
régle réalise un rangement exact ;

62. On pourra se rapporter a I'article « Aires de surfaces planes — Introduction et bibliogra-
phie », Documents pour la formation des professeurs d'école en didactique des mathématiques,
IREM de Paris VII, 1991.
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régle réalise un rangement faux.
2. Voici un exercice extrait d’un ouvrage de quatriéme :

Ranger du plus petit au plus grand les nombres suivants :
45 25677 1815 304 55

Le professeur se sert de cet exercice dans un contréle de mathé-
matiques. Le taux de réussite a cet exercice est de 70 %. Que peut-
on dire de cette évaluation ?

Quelles pistes suivre pour pouvoir maintenant nous intéresser aux ori-
gines des erreurs ? Nous allons conduire notre réflexion du cété de I'éleve
d’une part, du coté de I'institution et des savoirs d’autre part. Nous allons
montrer qu’il est possible d’expliquer I'origine de certaines erreurs et que
ces erreurs ne remettent pas en cause l'intelligence ou la vivacité de
I’éleve.

Nous aborderons les notions de théoréme en acte et d’obstacle.

THEOREME EN ACTE

Un théoréme en acte®* (ou théoreme éleve) est un théoréme jugé
vrai par I'éleve et utilisé dans une action. Il permet des prises de
décision. 1l est plus ou moins implicite. 1l a son propre champ
de validité mais il produit des résultats faux hors de ce champ
de validité.

Exemple : nous venons de voir I'usage massif que font les éléves du théo-
réme suivant : « plus I'aire augmente, plus le périmetre augmente ». Cette
affirmation est vraie dans des contextes suffisamment significatifs pour
qu’elle soit retenue vraie. On a vu qu’il est pourtant aisé de mettre cette
affirmation en défaut.

Autre exemple : « Parmi deux nombres le plus grand est celui qui a I'écri-
ture la plus longue ». Cette régle est vraie dans IN, donne un résultat cor-
rect dans la comparaison de 3,48 et 1,9 mais devient inadaptée pour
comparer 5,48 et 5,9.

63. Concept mis en évidence par G. Vergnaud.
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—EXercice (corrigé page 222)

Voici 5 régles d’action.

1. On ne peut diviser a par b que si a est plus grand que b.

2. On ne peut soustraire a a b que si a est plus petit que b.

3. Quand on multiplie deux nombres, le résultat est plus grand
que ces deux nombres.

4. Quand on ajoute deux nombres, la somme est plus grande que
chacun des ces deux nombres.

5. Pour poser une addition en colonne, on « aligne » les chiffres
de droite.

Déterminer, pour chacune son champ de validité (ensembles numé-
riques concernés).

La recherche de théoréme en acte constitue une démarche décisive dans
la compréhension des erreurs. Dans une interprétation de productions
d’enfants, I'explication en terme de regle utilisée en dehors de son champ
de validité, est souvent pertinente. Cela permet alors de construire des
activités pour mettre en défaut ces regles.

OBSTACLE®*

L'erreur n’est pas seulement I'effet de I'ignorance, de I'incertitude, du
hasard comme on le croit dans les théories empiristes ou béhavioristes
de Iapprentissage, mais |'effet d’'une connaissance antérieure, qui avait
son intérét, ses succes, mais qui dans une situation nouvelle, se révele
fausse, ou simplement inadaptée.

Bachelard écrivait : « I’erreur est constitutive d’une connaissance ». Il
affirmait par la méme qu’une erreur commise par un sujet dans une acti-
vité quelconque révélait un savoir mis en jeu et localement inadapté a
I"activité en cours.

Les erreurs de ce type ne sont donc pas erratiques et imprévisibles, elles
sont constituées en obstacles.

Un obstacle se manifeste par une famille d’erreurs relatives A un
savoir. Ces erreurs sont reproductibles et persistantes. Elles réve-
lent une connaissance erronée qui a réussi dans tout un domaine
d’action, mais qui échoue dans d’autres. Ces erreurs persistent
souvent apres apprentissage du savoir correct. Le rejet des connais-
sances qui ont produit ces erreurs fait partie de la connaissance
nouvelle.

Piaget parlerait de processus d’accommodation. Prenons un exemple :
la comparaison des deux nombres 2,45 et 2,407. Il est assez fréquent de

64. G. Bachelard : La formation de I'esprit scientifique, Paris, Vrin, 1938.
G. Brousseau : « Les obstacles épistémologiques et les problémes en mathématique », RDM,
vol. 4/2,1983.
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voir des éléves conclure que 2,407 est le plus grand des deux nombres.
L’hypothése rafSonnable sur I'origine de cette erreur est que I’éleve traite
les parties décimales de ces nombres comme des entiers et qu’il com-
pare en fait 45 et 407. Plus tard, chez des étudiants qui savent que 2,45
est plus grand que 2,407, il n’est pas rare de voir cette erreur 2 nouveau
commise lorsque le contexte est difficile et mobilise I’attention. Il s’agit
alors d’une résurgence de difficultés rencontrées antérieurement.

L'origine des obstacles peut étre classée en grandes familles. On trou-
vera des obstacles

— d’origine ontogénique ;

- d’origine didactique ;

- d’origine épistémologique.

Les obstacles d’origine ontogénique sont liés au développement
neurophysiologique sujet®.

Prenons un exemple.
Premiére situation proposée aux enfants

Collection A O O Q O O Q
Collection B . . . . . .

Deuxieéme situation ot les jetons de la collection B ont été écartés.

Collection A O Q O O O O
Collection B . . . . . .

Par exemple, a un age donné, un enfant ne peut admettre que la collec-
tion B dont on a un peu modifié I'apparence en écartant les jetons a bien
le méme nombre de jetons que la collection A, alors qu’il I'admettait
lorsque les deux collections étaient présentées a I'identique. Ici, le spatial
I’emporte sur le numérique. Il s’agit d’un stade de développement de I’en-
fant. Les tentatives pour précipiter la découverte de la conservation numé-
rique par un apprentissage se sont révélées inefficaces.

Les obstacles d’origine didactique sont ceux qui sont provoqués
par des choix d’enseignement (institution, enseignant).

Par exemple, le professeur qui enseigne les décimaux a partir de la mon-
naie va enseigner les décimaux a deux chiffres apres la virgule. Dans
ce contexte, la comparaison de deux nombres décimaux va se faire en
utilisant la comparaison des parties décimales : 2,51 et 2,35 se compa-
rent aisément. Par contre, |’éléve peut se trouver démuni devant la com-
paraison de 2,45 et 5,407 mais surtout, il sera dans I'impossibilité d’ima-
giner un décimal compris entre 2,45 et 2,46.

65. Cf. les travaux de Piaget et de son « école ».
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Les obstacles d’origine épistémologique sont étroitement liés au
savoir. La construction des connaissances se heurte a, et s’appuie
sur ces obstacles.

La connaissance de |'ordre dans les entiers naturels s'oppose, de fait a la
connaissance de I’ordre dans les nombres décimaux. C'est dans la nature
méme des nombres décimaux. Nous venons de voir que cet obstacle
de nature épistémologique peut se doubler, par I’action d’enseigne-
ment d’un obstacle de nature didactique.

—Exercice (corrigé page 222)

(histoire vraie) : Un médecin dit 2 une maman de donner un cm?
d’un produit pour un kg (poids de I’enfant) par jour a son enfant.
La maman a des doutes car son médicament contient un verre
doseur marqué en millilitres. Elle appelle le médecin de garde et
lui explique. Celui-ci lui dit de mettre 10 fois en millilitres puisque
ce sont seulement des millilitres.

Ce médecin a commis une erreur : laquelle ?

Le médecin peut étre fatigué. L’erreur est dit-on « humaine ». Mais
peut-on faire une autre hypotheése, raisonnable, sur I’origine épis-
témologique de cette erreur ?

Il est souvent difficile de séparer les origines des erreurs. Par exemple,
un éleve qui commet une erreur dans la comparaison de « 5,48 » et
« 5,6 » peut avoir utilisé le théoreme en acte « un nombre qui a I"écri-
ture la plus grande est le plus grand » (obstacle de nature épistémolo-
gique), ou parce que le systeme enseignant a convaincu |’éléve qu’un
décimal se traitait comme un couple de deux entiers (obstacle de nature
didactique).

Dans toute analyse de productions il est important de relever les erreurs,
de les rattacher aux obstacles épistémologiques connus a propos du savoir
en jeu.

Il est donc illusoire de vouloir éviter a tout prix les erreurs dues a des
obstacles. Bien au contraire, ces obstacles font partie du processus cogni-
tif et doivent étre dépassés par les éleves. Pour cela, le professeur doit
mettre en place des situations ol des rétroactions nettes feront prendre
conscience de |'erreur.
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- L ERKEUR PRISE EN COMPTE

Les erreurs des €leves dans des exercices mettant en jeu les nombres
décimaux sont prévisibles.

Elles correspondent généralement a deux représentations différentes des
décimaux :

RT : Un décimal est constitué de deux entiers séparés par une virgule.
R2 : Un décimal est un codage particulier (lié a un choix d’unité) d’un
nombre entier.

Nous allons montrer a travers I'étude d’une activité®® comment un ensei-
gnant de CM1 peut faire émerger ces représentations et les faire évoluer.

Nous projetons de fabriquer des rideaux pour les deux salles de classe
du premier étage. Les mesures faites indiquent qu’il faut 7,8 m de tissu
pour la premiére salle et 9,65 m pour la deuxiéme. Qu’allons-nous faire ?

Il demande aux éleves de proposer une solution.

Ceux-ci ont étudié les nombres décimauy, ils identifient facilement, ici,
un probléme additif. Ils n’ont pas encore appris, dans le cadre de I'école,
a ajouter les nombres a virgule.

L’enseignant compte sur la confrontation des résultats obtenus pour abou-
tir a son objectif : constater qu’avec les connaissances disponibles du
moment on arrive a des réponses différentes alors que I'on concoit I’exis-
tence d’un résultat unique.

66. Activité proposée par J.-). Di Scala, Instituteur Maitre Formateur Cahors.
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1. Analyser ces productions en les rapportant lorsque cela est pos-
sible a une des représentations citée page 120.
2. Identifier les principales variables didactiques de la situation.
Emettre des hypothéses relatives a celles (implicites) que les enfants
font pour définir I’addition de deux décimaux.
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Analyse des productions

Les représentafions qui émergent dans les productions de Claude, Muriel
ou Mathieu sont plus inhabituelles et mériteraient d’étre étudiées.

* La production de Christophe est tout a fait correcte. Emilie utilise un
résultat vu ailleurs permettant de transformer les écritures.

* Aurélien procede de méme en utilisant la virgule comme séparateur.
¢ Véronique et Marc-Antoine séparent physiquement les parties entiéres
et décimales des deux nombres, ajoutent séparément les entiers obtenus
et « recollent » les résultats. Ils obtiennent ainsi 16,73 (R1).

* Aurélien propose trois maniéres pour ajouter les mesures 7,8 m et
9,65 m. Il est possible que cet éleve ait compris que ses connaissances
anciennes (addition des entiers) étaient inopérantes ici et que I"appren-
tissage d’une nouvelle technique était nécessaire (R1).

* Fabien, Virginie, Gwendall, Sylvie et Nicolas ajoutent 965 et 78, obtien-
nent 1043. Les trois premiers replacent la virgule aprés le premier chiffre
pour obtenir une figure analogue a celle des nombres de I’énoncé. On
peut penser que Sylvie a utilisé I’ordre de grandeur pour placer la vir-
gule et que Nicolas a oublié qu'il ne travaillait pas avec des entiers (R2).
* Claude utilise lui aussi la virgule comme séparateur mais 2 la diffé-
rence d’Aurélien il ne consideére pas les nombres 8 et 65 comme des
entiers. Il conserve la place qu’occupait le chiffre 8. La virgule joue le
role de frontiere et il obtient 16,145.

* Pour Muriel et Mathieu, il semble que la virgule soit considérée comme
un chiffre par la place occupée dans I'écriture, ce « pseudo-chiffre » res-
tant neutre pour I’addition.

Variables didactiques de la situation

Les nombres (nature, ordre de grandeur) sont généralement des variables
didactiques de tout probléme numérique. Ici nous en retiendrons deux
particulieres qui mettent en défaut des stratégies d’éleves

- la taille des parties décimales fait que les éleves qui transposent sans
comprendre la technique de I’addition (« aligner » les chiffres de droite)
échouent ;

— les nombres sont choisis de telle maniére que le probléme de la rete-
nue se pose.

Organisation de la séance

L'enseignant souhaite faire apprendre par ses éleves la technique de I’ad-
dition des « nombres a virgule ». Il congoit donc un dispositif d’ensei-
gnement : une phase de recherche, un temps de confrontation des résul-
tats, un apport d’information sur la technique d’addition. Le probléme
tel qu'il est proposé aux éléves (le probleme des rideaux), ne permet pas
a ceux-ci de deviner I'intention du maitre. La situation démarre par une
phase a-didactique d’action et de formulation.
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Dans la phase de recherche, les éleves engagent des connaissances, pren-
nent des décisions, produisent un résultat. lls sont responsables, au sens
de la connaissance, de leurs productions.

Lors de la confrontation des résultats, on peut penser que les éléves auront
a expliquer leurs démarches, développer des preuves et des arguments
sans que le maitre ne s'impose en détenteur du savoir.

Etude des rétroactions

Les rétroactions se situent essentiellement dans la confrontation des résul-
tats car la référence a I’ordre de grandeur qui aurait pu étre faite par ceux
ayant trouvé 1,043 est inutile pour ceux ayant obtenu 16,145 par exemple.
L’enseignant fonde donc son travail sur le débat qui va permettre de
construire I’addition des décimaux a partir des productions d’éleves. La
situation montre-t-elle vraiment que tel procédé de calcul est correct
ou non ? Pour cela, il faudrait concevoir des rétroactions qui ne se rédui-
sent pas au discours. On peut imaginer :

— un travail expérimental (un groupe d’éléves mesurant effectivement)
ou bien

— la transformation des mesures exprimées en centimeétres : cela ramene
le probléme a un probléme connu (dans les entiers naturels mais pré-
sente des inconvénients).

Institutionnalisation

Apres ce temps de validation, le maitre peut présenter la technique nou-
velle comme réponse au probléme rencontré par les éléves et |officia-
liser. Les connaissances anciennes, aligner les chiffres de droite ou conver-
tir en centimeétres, sont inadaptées. La premiére procédure produit un
résultat faux, la deuxiéme est colteuse et trop contextualisée.

Conclusion :

Dans cette situation I’enseignant s’appuie sur les productions des éleves
et les erreurs inévitables. Il parie sur le fait que les éleves sont préts a
reconnaitre la nouvelle technique comme outil adapté au probleme posé
mais aussi a tout autre contexte ol intervient |’addition des décimaux.
Certains éleves comme Emilie ou Christophe ont utilisé implicitement la
bonne technique mais ils ont eux aussi besoin d’apprendre. La connais-
sance privée qu'ils viennent d’utiliser doit étre reconnue, décontextua-
lisée.

Cette démarche montre que le professeur prend en compte les erreurs
des éleves.
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LA DEMONSTRATION
EN MATHEMATIQUES"

La démonstration occupe en mathématiques une place cen-
trale. Elle joue un rdle trés important dans la scolarité des
I’age de 12-13 ans. Or I’école élémentaire ne prend pas la
démonstration comme objet de savoir, mais, plus encore,
n’en imagine pas vraiment la genése, et ne prévoit pas les
activités qui optimiseraient sa mise en place future.

Trop souvent on assimile démonstration et raisonnement
déductif. Mais réduire la démonstration au raisonnement
déductif efface toutes traces des questionnements, des zones
d’instabilité, des tensions qui sont les préludes au désir et
au besoin de démontrer.

C’est en explorant son histoire que nous relativiserons cette
notion de démonstration dans le domaine des mathéma-
tiques.

ARGUMENTATION ET DEMONSTRATION

« L’argumentation est ce mode de raisonnement qui est intrinse-
quement lié a I'utilisation de la langue naturelle.

A ce titre, elle apparait étre le mode naturel du raisonnement. Elle est,
en effet, spontanément mise en ceuvre dans toutes les situations ot un
avis, une affirmation, une opinion, un choix peuvent étre mis en doute
et requiérent une justification, cela aussi bien dans les situations de dis-
cussion réelle avec des interlocuteurs que dans des situations d’interro-
gation ou de recherche en dehors de toute discussion réelle avec
quelqu’un [...]. Etant donné que I’argumentation constitue le mode natu-
rel du raisonnement et qu’elle peut prendre des formes discursives plus
ou moins organisées, deux questions didactiquement importantes se
posent. Dans quelle mesure le recours a des situations qui mobilisent
spontanément |’argumentation ne favoriserait-il pas la découverte de la

67. Une partie de ce chapitre utilise I'article de Gilbert Arsac : « L'origine de la démonstra-
tion : essai d’épistémologie didactique », RDM, vol. 8/3, 1987.
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mesure un travail d’apprentissage sur I’argumentation est-il possible 2 »%8,

Précisons le sens que nous attribuons aux termes « explication »,
« preuve », et « démonstration »%7,

Une explication constitue un discours visant a rendre intelligible
le caractere de vérité, acquis pour le locuteur, d’une proposi-
tion ou d’un résultat. Les raisons avancées peuvent étre discutées,
acceptées ou refusées.

Convenons qu’une preuve est une explication acceptée par une
communauté donnée a un moment donné.

Une démonstration est une preuve acceptée par la communauté
des mathématiciens et qui revét une forme particuliére : utilisa-
tion d’un langage spécifique, référence a une théorie.

L’emploi de la démonstration comme outil de preuve semble caractéri-
ser les mathématiques parmi les sciences. Le répertoire utilisé pour batir
une démonstration est commun au locuteur et a I'interlocuteur. Il s’appuie
donc sur des références communes, un lexique commun, des représen-
tations communes... Chaque démonstration contient une part d'impli-
cite (sens de tel mot du vocabulaire, anticipation du niveau de lecture du
futur lecteur, connaissance de tel résultat...). Une des difficultés rencon-
trées par les éleves en mathématiques est de définir ce qui peut rester impli-
cite et ce qui doit étre explicité lors d’une rédaction de démonstration.

QUELQUES EXEMPLES HISTORIQUES

B Montrer ou démontrer
— Exercice (corrigé page 222) =

Voici un paradoxe célébre (da a Lewis Caroll) ou comment apreés
découpage du carré selon les traits et reconstitution dans un rec-
tangle, on « montre » que 64 = 65.

\\
4 N |3
™~~~
.
1 / 2
/

(a)
68. R. Duval : « Argumenter, démontrer, expliquer : continuité ou rupture cognitive ? » Petit
X, n° 31 (1992-1993), p. 59.

69. On pourra se référer a la thése de N. Balacheff : « Une étude des processus de preuve en
mathématiques chez les éléves de college » (Grenoble 1988).
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1. D’oa vient le paradoxe ?

2. A-t-on « montré » que 64 = 65 ? Une telle activité a-t-elle une
utilité pédagogique ?

~——Exercice (corrigé page 223)

Voici une fagon de montrer par découpage que la somme des |
angles d’un triangle est de 180°.

1 3

‘ Faire un paralléle avec |'exercice précédent.

La technique du découpage qui vient d'étre utilisée dans les deux cas
précédents montre tout a la fois son intérét et ses limites en tant qu’ou-
til de preuve. On montre que 64 = 65 comme on montre que la somme
des angles d'un triangle est de 180°, mais on n’a rien démontré. Pour
autant, cette technique constitue un bon outil d’investigation, de repré-
sentation, de mémorisation.

B Démontrer sans paroles

Les mathématiques chinoises nous invitent a réfléchir sur la forme du
discours a tenir pour démontrer.

Voici, par exemple, une figure qui « montre » le théoréme de Pythagore :
rappelons que le théoreme de Pythagore affirme que dans un triangle
rectangle, le carré de I'hypoténuse (le plus grand coté) est égal a la somme
des carrés des deux autres cotés. Dans cette figure, le triangle rectangle
est en gros traits.
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Traduction des idéogrammes employés :

Signe Traduction

bleu

;)

£ | oue
i

PN

sort

[ entre

Cette figure sans paroles (ou presque) donnait a voir le résultat et consti-
tuait une démonstration,

De telles démonstrations reposaient sur un ensemble de procédés ingé-
nieux qui constituaient une véritable « algébre géométrique ».

——Exercice (corrigé page 223) e -

| Retrouver la démonstration qui est « rédigée » sur ce dessin en se
référant a la traduction.

Aide : On remarque trois carrés dessinés sur la figure et deux catégories
de signes : ceux qui traduisent des couleurs et ceux qui traduisent des
actions.
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cxerdice (corrige page 223) ———————— 1

A laide de~cette autre représentation (ci dessous), retrouver, 13

encore, le théoréme de PYTHAGORE.
i

—-

Al

| - ;

Aide : Sur cette figure on « voit » deux carrés, Le triangle rectangle qui
sera lobjet du travail se retrouve quatre fois.

B Démontrer en décrivant une action

Voyons a présent une démonstration proposée par Euclide (proposition
4 du livre 1).

Il s"agit du second cas d’égalité des triangles qu'il énonce ainsi « Si deux
triangles ABC et DEF ont leurs deux c6tés AB et AC respectivement égaux
aux deux autres cotés DE et DF, et si les angles BAC et EDF compris entre
les cOtés égaux sont égaux, alors ces deux triangles auront leur bases BC
et EF égales, les triangles seront égaux et les angles restants opposés

aux cotés égaux, ABC et DEF, ACB et DFE seront égaux chacun a cha-
cun. »

D

B G M F

La démonstration est la suivante :

« Superposons le triangle ABC sur le triangle DEF et pour cela, plagons
le point A sur le point D, et la ligne AB sur la ligne DE. Le point B coin-
cidera avec E puisque AB = DE. ensuite, AB étant placé sur DE, et 'angle
BAC étant égal a I'angle EDF, AC prendra la direction de DF, et puisque
AC = DF, le point C tombera sur le point F, BC coincidera avec EF, car,
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s'1l en éetait autrement, ces deux droites, qui ont mémes extrémités, ren-
fermeraient entre elles un espace, ce qui est impossible. »

On imagine bien des professeurs refusant cette rédaction’” en tant que
démonstration... et pourtant il s’agissait d’Euclide...

—Exercice commenté (page 223)

Retrouver les autres cas d’égalité des triangles et démontrer leur
validité en construisant des démonstrations s’inspirant de la
démarche d’Euclide.

B Démontrer en conceptualisant

Au Ve siecle av. J.-C., la pensée pythagoricienne repose sur deux idées
fortes :

— tout est nombre (nombres entiers) et rapport de nombres (nombres
rationnels) ;

- il y a un syncrétisme physico-mathématique, c’est-a-dire une identi-
fication des objets mathématiques aux objets réels.

A cette époque, lorsque I'on utilisait le théoréme de Pythagore pour cal-
culer la mesure de la diagonale dun carré, on était amené a se servir
de techniques de calcul qui donnaient une valeur approchée. Dans ce
cadre, les probleémes pratiques trouvaient toujours leur solution. Pourtant,
la nature du rapport entre la mesure du c6té du carré et celle de la dia-
gonale devient un objet d'interrogation. On se détache des objets phy-
siques pour des considérations sur les nombres. Il ne s’agit plus seule-
ment de mesurer mais de savoir si on peut trouver une méme unité qui
permettrait d’exprimer, avec des entiers, les mesures de la diagonale et
du c6té. En d'autres termes, ces grandeurs sont elles commensurables ?
Ainsi débute la « crise des irrationnels ».

Le rapport entre la diagonale et le coté du carré est 2 (le carré de la
diagonale d’un carré de c6té a est a? + a? = 2a?). On démontre que ce
nombre n’est pas rationnel (d’ou le nom d’irrationnel). En voici une
antique démonstration. On la doit a Aristote (démonstration par |’ab-
surde). Cette démonstration met a mal la théorie des proportions des
pythagoriciens, car cette derniére reposait sur la commensurabilité des
grandeurs géométriques. Voici la démonstration.

70. Lorsque des enfants travaillent sur des figures dans des activités de communication écrite,
on se rend compte que leur travail est étonnement proche des préoccupations d'Euclide.
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Démonstration de I'époque "'

Nous la trans€rivons dans son intégralité afin de permettre au lecteur
de constater le chemin parcouru dans la clarification des concepts et
dans la rédaction des démonstrations’.

A B

E

D C F G

Qu'il nous soit proposé de démontrer que dans les figures carrées la diagonale est
incommensurable en longueur avec le coté.

Soit le carré ABCD et que AC soit sa diagonale ; je dis que la droite AC est incom-
mensurable en longueur avec AB.

Qu'elle lui soit commensurable, si cela est possible ; je dis qu'il s’en suivrait qu’un
méme nombre serait impair et pair.

Car il est évident que le carré de AC est double du carré de AB. Mais AC est com-
mensurable avec AB. La droite AC a donc avec la droite AB le rapport qu’un nombre
a avec un nombre.

Que AC ait avec AB le rapport que le nombre EF a avec le nombre G et que les
nombres EF et G soient les plus petits de ceux qui ont le méme rapport qu’eux.

Le nombre EF ne sera pas |‘unité,

Car si EF était I'unité, 2 cause que EF a avec G le rapport que AC a avec AB, et que
AC est plus grand que AB, I'unité EF serait plus grande que le nombre G, ce qui est
absurde. EF n'est donc pas I'unité. EF est donc un nombre.

Et puisque CA est 3 AB comme EF a G, le carré de CA sera au carré de AB comme
le carré de EF est au carré de G.

Mais le carré de CA est le double du carré de AB. Le carré de EF est donc double
du carré de G. Le carré du nombre EF est donc pair.

Le nombre EF est donc pair, car s'il était impair, son carré serait impair. Parce que si
I’on ajoute tant de nombres impairs que 'on voudra, leur quantité étant impaire, leur
somme est un nombre impair. Le nombre EF est donc un nombre pair.

Partageons le nombre EF en deux parties égales en H. Puisque les nombres EF et G
sont les plus petits de ceux qui ont le méme rapport, ces nombres seront premiers
entre eux. Mais le nombre EF est pair.

Le nombre G est donc impair. Car s'il était pair, les nombres EF et G qui sont
premiers entre eux, seraient mesurés par deux : parce que tout nombre pair a une

71. ). ltard : Essai d’histoire des mathématiques, Librairie de science et technique ). Blanchard,
1984. Cette démonstration figure dans le livre X des éléments d'Euclide.

72. Cette transcription est tirée de |'ouvrage de ). ltard et P. Dedron : Mathématiques et mathé-
maticiens, Ed. Magnard, 1959.
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partie qui en est la moitié. Ce qui est impossible. Le nombre G n’est donc pas un
nombre pair : il est donc impair.

Mais EF est double de EH. Le carré de EF est donc quadruple du carré de EH. Mais
la carré de EF est double du carré de G. Le carré de G est donc double du carré de
EH. Le carré de G est donc pair. Le nombre G est donc pair, d’aprés ce qui a été dit.
Mais il est aussi impair, ce qui est impossible. La droite AC n'est donc pas com-
mensurable en longueur avec AB. Elle lui est donc incommensurable. Ce qu'il fal-
lait démontrer.

Explication de la démonstration
D’apres le théoreme de Pythagore : AC? = 2AB? donc é—BC—: =2.Sile
A

rapport :—g- est un rationnel, alors il existe deux segments qui sont dans

le méme rapport et qui sont les plus petits. (Il existe une fraction irré-
ductible égale a % . Cette fraction irréductible est g . [G est la mesure

2 2
d’un segment : cf. figurel.) Alors AC® _ EF? Gdonc EF2 = 2G2 donc EF
AB? G?

est pair, donc EF? est multiple de 4. Alors G2 est pair, donc G est pair,
donc g n’est pas irréductible, ce qui est contraire a |I’hypothése.

Donc le rapport ne peut étre un rapport de deux nombres entiers.
Cette démonstration méle les segments et les nombres. Nous avons volon-
tairement, dans la démonstration, laissé cette ambiguité.

Propriétés utilisées
— Existence d'une fraction irréductible.
— Si un nombre est pair, son carré est multiple de 4.

~ Si un carré est pair, alors le nombre est pair (peut se démontrer par
I'absurde).

Démonstration actuelle

Su‘}pgosons qu’il existe une fraction (donc une fraction irréductible) égale
a V2.

ona: :—= V2 donc a? = 2b2. Alors a? est pair donc a est pair (théo-

reme d’arithmétique). a étant pair, il existe a’ tel que a=2a’. On a alors :
4a’2 = 2b?, et donc : 2a’? = b2, Donc b? est pair et par suite b est pair.

a et b sont pairs donc la fraction E n’est pas irréductible, ce qui est

contraire a l'hypothése..

131



. LES PREMIERES FORMES DE DEMONSTRATION :

UN ENJEU A L'ECOLE ELEMENTAIRE

Il y a des formes de raisonnement utilisées dans la vie familiale, sociale,
scolaire qui pourraient étre plus sollicitées lors d"activités mathématiques.
En 1985, un projet de fiche d’accompagnement aux instructions offi-
cielles définissait différents modes de raisonnement que |‘on peut ren-
contrer a |'école élémentaire.

On y trouvait les termes « contre exemple », « disjonction des cas »,
« contraposition », « test d’hypothése ».

Le contre exemple est une forme de raisonnement qui permet de
nier la généralité d’une proposition a 'aide d’un exemple. On
I'utilise dans un contexte d’argumentation pour invalider une

réponse.
Exemple : la proposition selon laquelle « tous les multiples de 4 ont

comme chiffre des unités 4 ou 8 » est fausse ; il suffit, pour le prouver,
de montrer 36.

La disjonction des cas est une forme de raisonnement qui permet
d’affirmer une proposition en faisant I'inventaire de tous les cas
possibles et en s’assurant a chaque fois, de leur validité.

Exemple : Les nombres premiers compris entre 4 et 20 sont 5 -7 - 11 -
13-17-19.

Preuve :

5 nest divisible que par 1 et lui-méme.

6 est divisible par 3

7 n'est divisible que par 1 et lui-méme.

8 est divisible par 2, etc.

La contraposition est une forme de raisonnement souvent utili-
sée. Pour prouver que d’une premiére affirmation en découle une
deuxiéme on montre que, de la négation de la deuxiéme découle
la négation de la premiére.

Exemple :Si j"étais voleur, je ne ferais pas la manche. Si je fais la manche
c’est que je ne vole rien.

Le test d’hypothése (méthode par essais et erreurs) est une forme
de raisonnement qui permet de procéder par ajustements suc-
cessifs.

Exemple : on dispose d'une somme de 100 F constituée de 16 piéces
de 5 F et de 10 F. Combien de piéces de chaque sorte ?
hyp. 1 :les 16 piéces de 5 F —test: 80F
hyp. 2 : les 16 pieces de 10 F — test: 160 F
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hyp.3 : 1 piecede 5Fet 15de 10 F ~ test: 155 F

et ainsi de suite., ..

On peut toutefois faire une hypothése plus générale : puisque 100 F est
plus prés de 80 F que de 160 F, on peut penser qu'il y a plus de pieces
de 5 F que de 10 F d’oli un resserrement des hypothéses. ..

Remarque : ce raisonnement est trés souvent utilisé en mathématiques
mais aussi dans la vie quotidienne pour rechercher des solutions a des
situations pour lesquelles on ne dispose pas forcément d’outils immédiats.

Ainsi, dés I'école élémentaire, il est possible de s’appuyer sur des modes
de raisonnement utilisés dans la vie de tous les jours pour résoudre des
situations-problémes, tout en sachant qu'il n’y a pas identité entre la
logique naturelle et la logique formelle.

On a pu voir que la démonstration en mathématiques ne se réduisait pas
a l'image que I'on peut s'en faire habituellement, c’est-a-dire un type de
tache attendue dans la classe pour certaines tranches d’age.

Nous emprunterons la conclusion a E. Barbin”? : « On comprend que
la démonstration ne soit pas une voie royale tracée de toute éternité.
Situer la démonstration dans I'histoire (il pourrait s'agir de I'histoire de
l'individu, note des auteurs), c'est aussi se garantir de la « méprise » qui
consiste a croire que la démonstration est univoquement définie, c’est
étre obligé de penser sa diversité. Les fondements de la démonstration
se transforment, |e sens de la démonstration se modifie, les formes de la
démonstration changent, le sentiment d’évidence varie avec I'histoire. »

73. Ouvrage collectif : La dé ion mathématique dans I'histoire, p. 5, 7° colloque inter-
IREM d'épistémologie, Besangon, 1989,
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Tout au long de la premiére partie, nous avons ren-
contré des problemes posés a I’enseignement des
mathématiques et découvert les premiers concepts de
didactique. Il parait dés a présent évident que la pro-
fessionnalisation est une étape obligée de la formation
des enseignants et que la didactique des mathématiques
peut fournir un cadre théorique a cette professionna-
lisation.
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LA DIDACTIQUE :
UNE SCIENCE
RECENTE

Les tous premiers concepts de didactique que nous avons
rencontrés ont permis de poser de maniére nouvelle les
problémes d’enseignement. Dans cette deuxiéme partie,
nous nous intéressons de facon plus précise au contexte
théorique dans lequel se constitue cette nouvelle science :
la didactique des mathématiques.

DIDACTIQUE D’UN CHAMP DE CONNAISSANCES

Le mot « didactique » se rencontre de plus en plus fréquemment dans
le langage courant sans que I’on sache réellement a quelle signification
il renvoie. Par exemple, dire d’un film qu’il est didactique peut signifier
qu’il a permis d’apprendre quelque chose, mais dans la bouche de cer-
tains critiques, c’est quelquefois synonyme d’ennui. Dans le milieu de
I'enseignement, les termes didactique et pédagogie sont souvent confon-
dus. Pourtant, du point de vue des didacticiens, il s’agit bien de deux dis-
ciplines différentes.

La didactique d’un champ de connaissances est la « science s'in-
téressant a la production et la communication de ces connais-
sances, dans ce que cette production et cette communication ont
de spécifique de ces connaissances. »™

Nous retiendrons cette nouvelle définition qui vient compléter celle déja
donnée page 26. Dans cette perspective, la didactique n’est pas réduc-
tible a la pédagogie. En effet, pour en revenir aux mathématiques, « une
des ambitions de la didactique est d’essayer de préciser le plus scientifi-
quement possible les véritables marges de manceuvre de tout enseignant
de mathématiques dans sa classe, en analysant le fonctionnement de
I'ensemble du systeme et de chaque composante, puis de développer et
d’étudier certains choix, jugés optimaux dans la gestion globale et locale
de la classe. Dans cette perspective, la pédagogie serait I'application en

74. Le lecteur pourra trouver I'ensemble des sens de ce mot dans « Didactique des mathé-
matiques : définitions el commentaires », Documents pour la formation des professeurs
d'école en didactique des mathématiques, IREM de Paris VI1,1991. Article de G. Brousseau
sur le mot « Didactique ».
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situation, avec tout ce que cela comporte encore de décisions a prendre
sur l'instant, d’éléments plus théoriques, issus des connaissances didac-
tiques »”>, On comprend alors qu'il n’existe pas de didactique générale
mais une didactique des mathématiques, une didactique du francais langue
naturelle... alors que I'on parle volontiers de pédagogie générale.

OBJETS D’ETUDE DE LA DIDACTIQUE
DES MATHEMATIQUES

L'enseignement en milieu scolaire met en relation trois poles : I'éleve, le
professeur, le savoir. Chacun de ces poles a une histoire particuliére dont
une part lui est propre et une autre se fonde sur les interactions avec les
deux autres. Le fonctionnement de I'enseignement peut étre expliqué en
étudiant chacun de ces trois péles, mais aussi en observant les modifi-
cations que subissent chacun d’eux au contact des deux autres :

- I’école met les enfants au contact de savoirs au sein d’une institution :
ils deviennent alors éléves. Elle remplit, de ce fait une fonction de socia-
lisation ;

~ le professeur, personne privée, devient gestionnaire de I'évolution des
savoirs ;

— le savoir lui-méme, pour étre accessible aux éléves, subit des trans-
formations inévitables.

De plus, ces trois poles et leurs relations sont « plongés » dans un milieu
qui est celui du systéme éducatif. Enfin, ce triangle de la relation didac-
tique est soumis au temps : temps scolaire et temps des apprentissages.
En définissant son champ d’études, la didactique souhaite apporter des
réponses a la question de I'enseignement des mathématiques, mais « elle
ne se borne pas, comme certains le pensent naivement, a rechercher
de meilleurs moyens d’enseigner un objet de connaissance donné. Loin
de considérer la connaissance a enseigner comme définie a I'avance et
intangible, elle peut et doit au contraire la remettre profondément en
cause. La didactique permet en effet de prendre en compte les contraintes
imposées par le développement des connaissances chez I'enfant, I'ado-
lescent ou I'adulte ; elle éclaire I'épistémologie du savoir concerné et
les fonctions théoriques et pratiques qu’il remplit ; elle étudie les
inévitables transformations que I’enseignant fait subir aux contenus de
connaissances, et contribue ainsi a la clarification des objectifs sociaux
de I'enseignement et de |'éducation »7°.

75. A. Robert : « Une introduction a la didactique des mathématiques (2 I'usage des ensei-
gnants) », Cahier de didactique des mathématiques, n® 50, IREM de Paris VII, 1988,

76. « Didactique et acquisition des connaissances scientifiques », CNRS, Session d'automne
1985, rapport d'activité du GRECO.
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Cet ensemble de pistes de recherches mobilise inévitablement d’autres
domaines du savoir que celui des mathématiques.

CHAMPS CONNEXES DE LA DIDACTIQUE
DES MATHEMATIQUES

Pour explorer tous ces sujets d’étude, la didactique des mathématiques
est amenée a cotoyer d’autres champs de la connaissance qui ont des
rapports de similitude ou de dépendance avec elle ; en premier lieu, bien
sar, les mathématiques, |’épistémologie des mathématiques, mais aussi
la sociologie (on est en présence d’un projet social, culturel), la sémio-
logie et |a linguistique (il s’agit de communication), la psychologie (plus
particulierement la psychologie cognitive, les théories de I'apprentissage,
I"épistémologie génétique). Elle utilise les travaux récents sur la doci-
mologie”’, I'évaluation... Elle puise donc dans chacun de ces domaines,
et se constitue en science par ses questionnements propres.

Prenons |'exemple des liens entre la didactique et la psychologie. Nous
avons évoqué page 24 les principales théories de I'apprentissage. Elles
génerent des conceptions différentes de |’enseignement :

* La conception de la téte vide : I'éléve est, au départ, une « téte vide »
que l'enseignant va remplir. La communication est en fait une commu-
nication a sens unique basée essentiellement sur le principe de I'ex-
posé des savoirs. En cas de difficulté, la relecture, la réexplication sont
les seules procédures prévues par le systeme. A cela, deux objections
peuvent étre avancées : la réexplication s'avere le plus souvent ineffi-
cace dans bon nombre de situations. D’autre part, les éléves ont toujours
des idées a priori, des connaissances anciennes qui vont interférer avec
I'exposé.

¢ La conception de |’aide « pas a pas » : par une maieutique savante, le
systéme conduit I'éléve a produire un résultat en décomposant son tra-
vail en de nombreuses étapes intermédiaires. Or, savoir effectuer des
sous-taches ne permet pas de comprendre et d'effectuer la tiche dans
son intégralité.

* Les didacticiens, dés le début de leurs recherches, ont retenu des tra-
vaux issus de la psychologie génétique. Par référence aux travaux de
Piaget, ils retiennent le caractere constructiviste de I"acquisition des
connaissances en mathématiques. C’est en résolvant des probléemes, en
agissant que I’enfant apprend, donne du sens aux objets mathématiques,
construit ses connaissances. De plus, 'apprenant s’adapte a la réalité
selon deux processus :

77. Etude systématique des facteurs déterminant la notation des examens et des concours.
Petit Larousse illustré, 1991,
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~ Ou bien I'action et ses effets ne s'opposent pas aux conceptions ante-
rieures et les résultats sont intégrés ol ignorés (processus d’assimilation) ;
- ou bien I'action et ses effets provoquent des contradictions telles, du
point de vue de I'apprenant, que la connaissance passe d’un état d'équi-
libre a un autre état d’équilibre par la remise en cause des connaissances
antérieures. Surmonter ce moment de déséquilibre suppose une réorga-
nisation des connaissances antérieures au cours de laquelle les nouveaux
acquis sont intégrés aux acquis anciens (processus d'accommodation),

* D’autres travaux influent sur les recherches en didactique des mathé-
matiques. Par exemple, retenons les résultats de Bruner, psychologue
américain, qui étudie I'acquisition du langage et le développement cogni-
tif de I'enfant. Il travaille en particulier sur I'anticipation, permettant une
vérification dans une tache donnée, comme moteur de I'apprentissage.
Ce sont aussi les travaux de Vygotsky’®, psychologue soviétique, qui por-
tent spécialement sur l'influence déterminante des processus socio-
culturels, du langage sur les apprentissages.

Conclusion : La modélisation proposée par les didacticiens repose donc
sur une hypothése forte concernant le sujet apprenant : « L'éléve apprend
en s’adaptant & un milieu qui est un facteur de contradictions, de diffi-
cultés, de déséquilibres, un peu comme le fait la société humaine. Ce
savoir, fruit de I’adaptation de I'éléve se manifeste par des réponses nou-
velles qui sont la preuve de |"apprentissage. »”?

78. Vygotsky est né en 1896. Il se consacre jusqu'a sa mort a la psychologie a I'institut de
psychologie de Moscou (avec Léontiev et Luria). Il meurt en 1934 aprés avec écrit « pensée
et langage ». Son travail a tardé a &re connu en occident (1962). Les themes essentiels de
I'ceuvre de Vygotsky sont d'abord se donner des principes méthodologiques qui donnent du
crédit aux résultats expérimentaux, Il affirme aussi la nature socio-historique du psychisme
humain et cherche I'explication des phénoménes dans I'histoire et le développement des indi-
vidus. Enfin, il affirme l'influence déterminante des processus socio-culturels sur les proces-
sus mentaux supérieurs en tant que médiateurs, Il étudie particulierement la médiation sémio-
tique dans |'analyse du langage intérieur (langage pour soi) et étudie aussi le processus d'ap-
prentissage comme un travail d'assistance entre I'enfant et I'adulte, I'adulte agissant comme
médiateur de la culture. Partant de la, Vygotsky développe le fait que le seul apprentissage
valable pendant I'enfance est celui qui anticipe sur le développement (selon une marge déter-
inée) et le fait progr . Il définit la « zone proximale de développement »,

79. G. Brousseau : « Fondements et méthodes de la didactique », RDM, vol. 7/2, 1986.
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VERDS UNE
PROFESSIONNALISATON

LES DERIVES ACTUELLES

Donner une formation professionnelle aux enseignants nest pas une
préoccupation nouvelle. Les écoles normales, les IUFM se sont penchés
sur ce probléme. Faut-il des cours théoriques ? Faut-il des stages de
pratique ? Comment articuler ces deux apects ?

M La reproduction d’un modéle

On trouve encore des partisans d’une formation par imitation dans
laquelle I'apprenti professeur apprendrait « Iart d’enseigner » en regar-
dant ses pairs plus expérimentés. « Il s’agit la déja d’une description
réductrice, soutenue par une hypothése nullement validée. Réductrice,
parce qu’elle réduit le métier a ses aspects comportementaux, en en
faisant un répertoire de gestes professionnels, qu'il faudrait seulement
savoir accomplir. On a alors affaire, au fond, a une approche béhavio-
riste®0 de I'activité professionnelle. »®' Dans cette logique, le profes-
seur reproduit par mimétisme une pratique observée. Il peut, tout au plus
ajouter quelques touches personnelles. La formation devrait au contraire
dégager I'enseignant de « recettes toutes prétes » et lui permettre de
prendre des distances puis d'agir de fagon adaptée aux situations qu'il
rencontre.

Les stages en tutelle®? permettent des observations de classes, des
échanges avec les maitres. Ils ne peuvent contribuer a une bonne for-
mation professionnelle que s'ils sont accompagnés d’une analyse des
pratiques. La formation en didactique des mathématiques donne des élé-
ments de références théoriques pour conduire cette analyse.

80. Cf les théories de I'apprentissage 1.3, page 24.
81. Y. Chevallard : « Enseigr des mathématiques et besains professionnels ». Actes du
XVF colloque inter-IREM des PEN, Bordeaux, 1989.

82. 1l 'agit de stages qui se déroulent sous la responsabilité et en présence du professeur titu-
laire de la classe.
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= L'innovation pedagogique

On ne peut pas réduire la formation professionnelle a I"acquisition de
méthodes « au golit du jour ». Bien souvent, celles-ci s'inscrivent dans
un processus d'innovation pédagogique. Qualifions d’innovation péda-
gogique toute proposition de méthodes qui ne se légitiment, devant
une difficulté, que par leur nouveauté. Plusieurs auteurs (Chevallard,
Brousseau) ont étudié la fonction de I'innovation pédagogique comme
moyen de faire du neuf sans tirer les lecons du passé, sans chercher a
savoir en quoi ce qui précédait était adapté ou non aux objectifs de I'en-
seignement. Face aux multiples difficultés que pose I'apprentissage, I'in-
novation pédagogique constitue une réponse simpliste A une attente légi-
time des éleves, des parents, et des enseignants. « Une innovation, par
définition, ne peut pas rester cachée, elle doit étre communiquée. Elle
doit donc mériter la plus grande diffusion et donc proposer “des choses
qui marchent” dans une forme communicable a tous. Donc, sa diffusion
doit se justifier par un constat préalable de I'é6chec des méthodes
anciennes — les innovations précédentes -3, » |"espérance de vie d’une
innovation pourrait se mesurer de la fagon suivante : « lorsque plus de
vingt pour cent des professeurs partagent un méme point de vue, celui-
ci devient assez impropre a soutenir une fonction de novateur. Les pre-
miers novateurs, ou d"autres, tournent alors leur regard vers un nouvel
horizon - que I'innovation qu'ils abandonnent ait été “bonne” ou “mau-
vaise” - et ce, d’autant plus vite que sa diffusion a mieux réussi »®. De
cette fagon, I'enseignement qui se fonde sur I'innovation va rejeter des
travaux, des résultats, sous prétexte qu'ils datent, et s’emparer de nou-
veaux travaux parce qu'ils proposeront une nouvelle approche des pro-
blémes rencontrés. « Pour se répandre assez vite, une innovation a besoin
du rythme que seuls permettent les processus de mode®’. »

Une formation professionnelle devrait plutét permettre d’analyser une
démarche, de regarder comment le savoir est traité, d'identifier I’ori-
gine des difficultés rencontrées, de s’adapter a une demande de I'insti-
tution et de se libérer des effets de mode.

LA NECESSAIRE PROFESSIONNALISATION

On a coutume de parler de « I'art d’enseigner » ou de « don naturel »
d'un enseignant. Faisons un parallele avec la profession d’architecte. Une
réalisation architecturale suppose un projet 2 la fois artistique (allure
générale d'une construction) et technique (étude des sols, résistance
des matériaux, etc.). Dans la définition et la réalisation de son projet,

83.84.85. . Brousseau : « Utilité et intérét de la didactique pour un professeur de collége s,
Petit X, n® 21, 1989.
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I'architecte tait un etat des leux, Prena en COMPLE Ui Ldine ues Lnaiges,
identifie des contraintes (matérielles, financiéres, humaines), etc:, avance
des solutions techniques tout en conservant sa liberté de c.réatnon.
Pourquoi n'en serait-il pas de méme dans le métier de !'enselgnant ? Dans
un projet éducatif, I'enseignant évalue I'état des connaissances des éleves,
s'informe des contraintes données par |'institution, choisit de§ progres-
sions, élabore des situations pour atteindre des objectifs d’enseignement
tout en conservant sa liberté pédagogique. . ‘

Le parallele a ses limites, mais il permet d’imagzmer la’muse.en place'
d’« une tradition de I'ingénieur »* dans la profession de I'enseignant qui
prenne en compte les théories de l'apprentissagg, qui analyse. les pro-
jets, qui les réalise, qui tire les conséquences, envisage les amél |orat|9ns
possibles. C’est une des ambitions de la didactique dans la formation
professionnelle. :
Pour conclure, nous empruntons cette phrase a G. Brousseau : « En défi-
nissant et en faisant respecter la part technique du métier de profgsseur,
la didactique rend possible la négociation sociale de son.tr.avallt;.?EIIe
est ainsi le fondement de la professionnalisation de son activité. »

V o' ingénierie didactique : La notion d'ingénierie didactique a émevgé en
:‘;&:‘ﬂ.ﬂ' mathématiques au début des années 1980. 1l s'agissait alors d'étiqueter un
forme du travail didactique comparable au travail de I'ingénieur qui, pour réaliser un projet
précis, s'appuie sur les connaissances scientifiques de son domaine, accepte de se sourngme
3 un controle de type scientifique, mais, dans le méme temps, se trouve obligé de travailler
sur des objets beaucoup plus complexes que les objets épurés de la science.

87. G. Brousseau : « Utilité et intérdt de la didactique pour un professeur de collége », Petit
X, n® 21, 1989.
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E1UDE
DES SITUATIONS
DIDACTIQUES

Tout enseignant souhaite que les connaissances prennent
Ou conservent du sens pour les éléves, et que les appren-
tissages ne soient donc pas réduits a des pratiques rituelles.

Qans la prerpiéne partie, page 27, nous avons donné les défi-

gltions l:e situation, situation didactique, situation a-didac-
que. Nous proposons ici une étude pl

situations didactiques. T ™

LES DIFFERENTES PHASES DANS UNE SITUATION
D’APPRENTISSAGE

Pqur qu’une connaissance prenne du sens chez un enfant, il faut qu'elle
lui permette de changer de stratégie dans une situation problématique
donnée ou qu'elle remplace une autre connaissance spontanément mise
:.;:nceuvre mais devenue moins adaptée ou inadéquate dans la situa-
Transposé dans le milieu de I'enseignement il s'agit, pour le professeur
de recréer, relativement  un savoir a enseigner, les conditions qui peu-
vent pgmettre Iapparition de ce savoir. Il faut donc élaborer une situa-
tion o, tout d'abord, I'éléve dispose a priori d’une stratégie de base lui
permettant d’entrer dans la problématique. Cette stratégie doit évoluer
?u félre abandonnée au profit d’une autre mieux adaptée aux yeux de
| élgve. Pour qu'il puisse juger de I'adaptation ou inadaptation d’une stra-
tégie, la sjtuatiort doit renvoyer a I'éleve des rétroactions. Ce travail de
;f)f:ztlr‘nz:on et d’organisation de telles situations se heurte a de grandes
Daqs cefte perspective, G. Brousseau a défini quatre grandes catégories
de situations (action-formuIation-validation-inslitutionnalisation) au cours
desquelles le rapport de I'éléve au savoir va changer.
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M Dialectique de I'action

La dialectique de I'action consiste a placer I'éleve devant un pro-
bleme présentant plusieurs caractéristiques :

— la solution est la connaissance visée ;

— I’éleve doit posséder un ou des modeles, plus ou moins per-
fectionnés, lui permettant de prendre des décisions ;

- la situation doit renvoyer a I’éleve des informations sur son
action lui permettant de juger du résultat, d’ajuster cette derniére,
sans l'intervention du maitre.

[information |
[ Situation | " [ Sujet. . |

-
=

[Adion ] T

[ Sanctions ou rétroactions |

Cette adaptation se fait par essais et erreurs ; les informations renvoyées
par la situation sont pergues par I'éléeve comme des renforcements ou
des sanctions de son action. Un véritable dialogue s'instaure entre |'éléve
et la situation. Cette dialectique permet donc d’activer des modeles impli-
cites d’action, c’est-a-dire non encore formulables par I’éléve ni a for-
tiori organisables en théorie.

Le sujet donne ainsi du sens a la connaissance qu'il fait fonctionner en
tant que modele implicite qu’il a validé empiriquement.

Mais il ne suffit pas alors de |'interroger pour qu’il explicite le modele
ainsi créé, il faut organiser une autre phase.

B Dialectique de la formulation

Pour que le sujet puisse expliciter lui-méme son modele implicite, et
pour que cette formulation ait du sens pour lui, il faut qu’il rencontre
un nouveau probléme dans lequel la connaissance va obligatoirement
intervenir sous forme d’un langage (écrit ou oral).
La dialectique de la formulation consiste a proposer des situa-
tions au cours desquelles I’éléeve échange avec une ou plusieurs
personnes des informations rédigées dans un langage qui sera,
lui-méme, objet d’étude.
Ainsi, ce type de situations permet d'expliciter des modéles et donc de
les formuler & I'aide de signes, de codes et de régles mises au point dia-
lectiquenaat.
Les situations dites « de communication » entre éléves en sont un exemple.
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(action, information).

/Ré(roadion-sanction
]

venant de la situation

L'émetteur continue a entretenir
des rapports a la situation m

et/ou du récepteur. I

B Dialectique de la validation

La validation empirique obtenue lors de la dialectique de I’action est
insuffisante pour une réelle activité mathématique. Dans cette nouvelle
phase, I'enseignant doit construire une situation dont I'objectif est de
démontrer pourquoi le modele créé est valable ou non.

La dialectique de la validation consiste a proposer une situation
dont I’enjeu est de convaincre quelqu’un d’autre.

L'émetteur continue a entretenir

des rapports  a suation | 7 [ Propesantl]

{(sanctions, information).

Rétroaction-sanction
/ venant de la situation

r_TSih;hT._'] et/ou de I'opposant [_ Théorie
Information- iy

sanction

Ainsi I'éléve devra construire une démonstration qui ait du sens pour lui.

Les situations ainsi crées sont des situations de validation.

Par exemple, construire le résultat suivant au cours préparatoire :
12+14=26

peut se faire en unissant deux collections d’objets (une de 12 et une de

14) et en recomptant la nouvelle collection.
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12+ 14

=10+2+10+4
=20+6
=26

Ici, I'éleve fait appel a des régles qui ne sont pas issues des objets eux-
mémes, mais d’un langage qui se met en place. On parlera alors de vali-
dation syntaxique.

'acces au calcul consiste pour une bonne part, a construire une vali-
dation syntaxique qui apparait mieux adaptée a des cas plus généraux
(c’est le cas lorsque les nombres deviennent plus grands par exemple).
De plus, demander a un lycéen pourquoi 12 + 14 = 26 paraitrait déplacé ;
ce qui veut dire qu'un tel résultat va, a un moment donné, ne plus étre
remis en cause.

B Linstitutionnalisation

Une situation qui vise I'apprentissage d’une connaissance ne pourra rem-
plir son réle que si le savoir en jeu est repéré, identifié par I'éleve. Certains
résultats pourront étre rapidement oubliés, d'autres doivent étre retenus.
L’enseignant a la responsabilité d’organiser cette distinction au cours
de phases d'institutionnalisation.

Vinstitutionnalisation est I'acte qui consiste a donner un statut
scolaire au savoir produit dans la situation. Il est sous la respon-
sabilité de I’enseignant.

I Repérage du savoir
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—Exercice (corrigé page 224)
Voici trois Ebauches de situations :

Quelles sont les connaissances visées ?

Utiliser ces trois exercices pour préciser les différences qu'il peut
y avoir entre une situation d’action, une simple manipulation et
une activité de contréle.

Il faut bien étre conscient que, dans la pratique, ces phases ne se suc-
cédent pas aussi systématiquement. La plupart des séquences de classes
qui prennent en compte cette approche vont se caractériser par la pré-
sence d'une ou de plusieurs de ces phases. Ce serait une erreur de croire
qu’en une séance de travail, elles devraient étre systématiquement pré-
sentes. On peut concevoir une suite de deux ou trois séances de travail
au cours desquelles les seules phases d’action et de formulation sont pré-
sentes. Il faut que les éléves aient été plusieurs fois émetteurs puis récep-
teurs pour qu'ils puissent prendre clairement conscience du probleme
qui est en jeu.

. POUR CONSTRUIRE DES SITUATIONS

La construction de situations telles que nous venons de les décrire est
une tiche complexe. Avant de poser un probléeme aux éléves, on peut
s'interroger sur les connaissances (prises au sens large) qu'ils vont pou-
voir mettre en jeu : des savoirs appris a I'école, des conceptions pre-
mieres, des connaissances « déja la ». Comment sont organisées ces
connaissances ? I'organisation des savoirs a enseigner est-elle identique
a celle des connaissances des éléves ? quelles sont les conséquences
de la prise en compte des conceptions des éleves dans I'organisation
de séquences d’enseignement ?
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M Rapports entre savoirs et connaissances

Dans certaines situations, |'éléve a besoin de connaissances que I'école
n’enseigne pas, mais qu’il doit pourtant mettre en ceuvre, pour apprendre
le savoir ou pour utiliser ce qu'il a appris.

Prenons un exemple dans le domaine du nombre. Au Cours Préparatoire,
au mois de mars, Mathilde doit compter combien il y a d"arbres. Celle-
ci commence a écrire un nombre au pied de chaque arbre (cf. figure ci-
apres) puis, s'arréte a 35 et dit « je ne peux pas mettre le 36 parce que
cela peut étre la ou la ». (Son geste désigne les deux arbres a droite de
I’arbre marqué 35.)

f1 ,2 } ’u ?s
,g ,; " ,9, ,40 ,41
,41 i Wus e

* ”q:zs L P
AP R

A4 Te ¥
Y oy

L’enseignant en situation de classe ne peut détecter cette hésitation.
Quand bien méme il en aurait fortuitement connaissance, il serait com-
plétement démuni pour I'interpréter et a fortiori, agir. La non réussite
serait alors traitée comme un accident de comptage et tout au plus « cor-
rigée » par une directive, un conseil. Le probléeme rencontré par Mathilde
ne serait pas traité.

Quel est ce probleme ? Ce ne sont pas les connaissances relatives au
nombre qui sont en cause. Pour contréler la situation, I’enfant doit explo-
rer de fagon exhaustive la collection. Il doit en faire une énumération.
Le bon fonctionnement de cette connaissance conditionne compléte-
ment le bon déroulement de Iactivité numérique proposée par |'ensei-
gnant. Les nombres inscrits au pied de chaque arbre ne fonctionnent pas,
comme on pourrait le penser comme un marquage au sens oOu un mar-
quage permet d‘exercer un contrdle de I'exploration. La suite numérique
ne vient pas a |"aide du contrdle (de type spatial celui-13). L'enfant échoue
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diUIs qu 11 QIspose ae |a suite numerique et d'un procédé d’exploration
relativement hjen organisé. (repérage en ligne) mais qui devient diffi-
cile a poursuivre. Il s’agit donc d’un dysfonctionnement d’une connais-
sance (I"énumération d'une collection), connaissance nécessaire pour la
réussite au comptage.

Ainsi, I'éléve a besoin d'une connaissance (I'énumération) que |'école
n‘enseigne pas, mais qu'il doit pourtant mettre en ceuvre, pour apprendre
le savoir (le comptage).

Dans « Role de la mémoire didactique de I'enseignant »%, G. Brousseau
et ). Centeno choisissent cette distinction entre connaissance et savoir :
« Les connaissances sont les moyens transmissibles (par imitation, ini-
tiation, communication, etc.) mais non nécessairement explicitables, de
contréler une situation et d'y obtenir un certain résultat conformément
a une attente ou a une exigence sociale. (...) Le savoir est le produit
culturel d'une institution qui a pour objet de repérer, d’analyser et d’or-
ganiser les connaissances afin de faciliter leur communication, leur usage
sous forme de connaissance ou de savoirs et la production de nouveaux
savoirs. Dans certaines situations (action formulation ou preuve) le méme
résultat peut étre le fruit d’une connaissance de I'acteur ou le fruit d’un
savoir, ou les deux. »

« Lorsque le sujet reconnait le role actif d’'une connaissance devient inver-
sible, il sait. Une connaissance ainsi identifiée est un savoir, c’est une
connaissance utile, utilisable, dans ce sens qu'elle permet au sujet d’agir
sur la représentation®. » L'enseignement joue bien str un réle dans le
passage de |'état de connaissance a |'état de savoir, mais nous avons vu
dans I'exemple précédent que I'organisation des savoirs a enseigner n'est
pas calquée sur I'organisation des connaissances®, Une explication de
ce phénomene est qu'il n’y a pas identité entre la genése des savoirs et
celle des connaissances.

B Les conceptions des éleves

Reprenons I'analyse commencée page 102 a propos de séquences de
géométrie des figures simples. Les messages des enfants montrent 3 I'évi-
dence une lecture des figures qui ne correspond pas a la lecture qu’en

88. G. Brousseau et ). Centeno : « Role de la mémoire didactique de I'enseignant ». Article
LADIST Bordeaux (cf. aussi ROM, vol. 11/2.3, 1992).

89. F. Conne : « Savoir et connaissance » vol. 12/2.3, RDM, pp. 222-267.
90. Pour approfondir ce point, on pourra consulter les travaux de :

P. Orus Bagena : « Le raisonnement des éleves dans la relation didactique » (thise Bordeaux
1992) ;

M.H. Salin et R. Berthelot : « L'enseignement de I'espace et de la géométrie dans la scolarité
obligatoire » (thése Bordeaux, 1992) ;
J. Briand : « L'énumération dans le
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font les mathématiciens. Pour autant, les mathématiques ne pourraient-
elles pas servir a analyser les conceptions des éléeves et aider le profes-
seur dans sa tache ?

Prenons le message suivant : (qui décrit un losange)

«L1: 11y a quatre cdiés, Le c6té AB mesure 7 cm, le cot€ BC mesure.
7 em, le c6té CD mesure 7 cm, le cdté DA mesure 7 cm. C'est comme:

un carré penché. » 19 Sl ot

Les enfants mesurent ce qui est repérable (les cotés de la figure). L'allusion
au carré penché montre le souci d'apporter une information qui distingue
cette figure du carré connu des éléves. Mais ceux-ci ne peuvent alors
faire le pas de concevoir et mesurer ce que nous appelons une diago-
nale. Ce serait pourtant une information qui permettrait de caractériser
ce losange parmi ceux qui ont des cotés de mesure 7 cm.

Parce qu'il est nécessaire que I'éléve prenne conscience que la seule
mesure des cotés ne suffit pas a caractériser un losange, |'enseignant a
donc tout intérét a organiser des situations au cours desquelles cette prise
de conscience se fera autrement que par un discours explicatif. Le savoir
en jeu sera (entre autres) la diagonale en tant qu’outil devenu nécessaire
a la construction du losange. Il s’agit donc de construire une organisa-
tion d’une suite de séquences fondées sur un autre type d'analyse que la
simple analyse en termes de savoirs mathématiques.

L’analyse du losange vue a travers les productions écrites des enfants
conduit a faire, dans I'ensemble des quadrilatéres, la classification sui-
vante :

Figures pour lesquelles il suffitde | Figures pour lesquelles il est
mesurer des cotés effectivement | nécessaire de concevoir un seg-
| dessinés. (carré, rectangle, tri- | ment non représenté et de le
angle) pour la faire reproduire. mesurer pour la caractériser : |
(quadrilatére convexe : enparti-
culier, parallélogramme, losange,
trapéze).

Cette classification utilise bien sir des notions mathématiques. Mais elle
est la conséquence d’une analyse didactique. L’analyse a priori que nous
venons de faire montre que le losange pose une difficulté particuliere
(segment nouveau a concevoir et a mesurer). Ce type d’analyse aura des
conséquences importantes sur ‘organisation de futures séquences d’en-
seignement : par exemple, spontanément, il paraitrait raisonnable de
commencer une progression en géométrie qui s’appuierait sur des situa-
tions de communication mettant en jeu des figures « simples » telles que
le carré ou le rectangle. Mais les enfants ont déja une connaissance
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Lunurene ue ces aeux ngures. Il sera donc d'autant plus difficile de reve-
nir sur le seng de ces mots dans le champ des mathématiques : par
exemple pour les enfants, la propriété « carré » ne contient pas ipso facto
la propriété « orthogonalité des cotés ». Finalement, commencer une
progression par le carré ou le rectangle n’est peut-étre pas une entreprise
si simple qu'il y parait. Le triangle, moins marqué culturellement et pour
lequel le seul mesurage des cétés permet la reproduction, peut se révé-
ler un choix plus judicieux.

Le passage du triangle au losange, voire a un quadrilatere quelconque
provoquera un saut informationnel (la variable didactique : « nécessité
de concevoir un segment non représenté » changeant de valeur) profi-
table a I'acquisition de savoirs nouveaux. (Par exemple le concept de
diagonale.)

—Exercice traité —

Voici un exercice classique qui peut étre proposé i plusieurs
niveaux de la scolarité.
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En étudiant deux exemples de stratégies développées par des éléves et
une stratégie experte, on s"apercoit que celles-ci sont la conséquence de
différentes conceptions du rectangle.

Analyse des stratégies

¢ Premiere stratégie : L'éléve (classe de 6°) considere une partition de
I'ensemble : tous les rectangles ayant une case, puis tous les rectangles
ayant deux cases, etc. Il se sert d’'une dénomination des rectangles pour
constituer une partition de I'ensemble. Cette dénomination utilise la suite
numérique. Elle permet I'énumération des classes.

Pour chaque classe, examinons les stratégies :

Pour les « a une case » : la réponse (12) est le dénombrement d’une
collection visible.

Pour les « a deux cases » : I'enfant considere les « verticaux » et les « hori-
zontaux ». Pour les « verticaux », il effectue une nouvelle partition a
I'aide des colonnes, puis énumére les rectangles a deux cases dans chaque
colonne, ce qui, dans ce cas ne présente pas de difficulté bien que cette
exploration nécessite la reconnaissance de rectangles qui se chevau-
chent. Il obtient ainsi 8 rectangles. Il procédera de la méme fagon, avec
les lignes pour les « horizontaux » soit 9 rectangles.
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FOUT 185 « a [TOIS Cases » : 1a strategie est un Nybride des deux premiers
cas. L'enfant considere les « verticaux » et les « horizontaux ». Les 4 « ver-
ticaux » sont visibles, les « horizontaux » se chevauchent (6 rectangles).
Pour les « & quatre cases » : deux sous-classes sont obtenues a partir
des rectangles en ligne — 4 cases cote a cote - (3 rectangles) et des rec-
tangles formés de 4 cases élémentaires (6 rectangles).

Les rectangles a 5, 7, 10, 11 cases n’existent pas. Ceci permet d’éliminer
les classes vides. Cette découverte se fonde sur une utilisation, dans I’ac-
tion, de théorémes d’arithmétique : 5, 7, 11 ne peuvent étre de type a x
b, ou bien un rectangle a 10 cases n’est pas concevable dans ce contexte,
Pour les « 6 cases » ; trois sous classes lui sont nécessaires : ceux d'« en
haut » (2 rectangles), ceux d'« en bas » (2 rectangles), ceux qui sont
« debout » (3 rectangles).

Restent les rectangles a 8 cases (2 rectangles), a 9 cases (2 rectangles) et
a 12 cases (1 rectangle) dont le dénombrement utilise des stratégies d'énu-
mérations déja décrites ci-dessus.

Résultat : 60 rectangles au total.

¢ Deuxieme stratégie (éleve de terminale C) : (I'unité de mesure est la
maille du quadrillage).

Cette fois, le rectangle est congu a partir de la mesure de chacun de ses
cOtés. En horizontale, il y a 4 cotés possibles de mesure un, 3 cotés
possibles de mesure deux, 2 cotés possibles de mesure trois, un coté pos-
sible de mesure quatre, soit: 4 + 3 + 2 + 1 = 10 cdtés possibles. En pro-
cédant de maniére analogue, on obtient le nombre de cotés « verticaux »
3+2+1=6.

Choisir un rectangle revient  choisir un c6té horizontal et un coté vertical.
On a ainsi 10 x 6 = 60 rectangles sur la figure.

* Voici une troisieme stratégie (experte) qui utilise le savoir de I'analyse
combinatoire et nécessite de concevoir le rectangle comme caractérisé
par deux couples de cotés.

Soit (v, v,, vy, v, V| I'ensemble des droites verticales supports des cétés
verticaux, soit {hy, h,, h;, h,} I'ensemble des droites horizontales sup-
ports des cotés horizontaux.
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Le nombre de rectangles est aussi le nombre de quadruplé d’éléments
v v, h,, h) tels que i # j et k # |. C” désignant le nombre de fagons de
choisir p objets parmi n, il y a C2 fagons de choisir le couple (v, v et
C3 fagons de choisir le couple (h, h,). Le nombre de rectangles est C2 x
C2, soit 60.

Il apparait clairement ici que, selon la conception que se fait I'éleve de
ces rectangles (de I'objet physique de I'éléve de 6° au rectangle « paire
coté horizontal, coté vertical » de I'éléve de terminale), et selon les outils
mathématiques dont il dispose, les stratégies d’exploration de la collec-
tion conduites afin d’effectuer le dénombrement, ne sont pas les mémes.

Cette question de I'existence de choix possibles, et du choix effectif de
telle ou telle conception est souvent laissée sous la responsabilité de
I'éleve. Lorsqu'il s"agit d'utiliser les outils de I'analyse combinatoire, il
faudra que I'éleve ait une conception en rupture avec la conception habi-
tuelle du rectangle. Au mieux, le professeur est conduit a dire « dans cet
exercice, considérez le rectangle comme un quadruplé constitué de deux
cOtés verticaux et de deux cotés horizontaux ».
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Dans les deux premiéres parties de I'ouvrage, nous
avons observé des faits d’enseignement, étudié des
documents, formulé des questions, trouvé des réponses
en nous appuyant sur les premiers concepts de didac-
tique, autant d’éléments qui permettent une réflexion
générale sur I'enseignement des mathématiques dans
'optique du concours.

professeurs des écoles. ’ @
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Cette troisieme partie est spécifiquement consacrée a @@
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LES TEXTES OFFICIELS
DU CONCOURS

DE PROFESSEUR

DES ECOLES

Les nouveaux textes relatifs aux épreuves du concours externe de recru-
tement des professeurs des écoles sont actuellement référencés sous une
note de service (arrété du 18 octobre 1991 modifié par les articles 4
et 5). Cette note de service a été diffusée au dernier trimestre de |’année

1994. Ces textes sont applicable e ncours de 1995.
« Cette note vise a précigf ‘ a conception et le contenu
de chacune des /@ uves, lesquelles doivent permettre
de sélectic '@ S:\ l les plus aptes a acquérir les compé-
tencesay| ‘ gn de formation initiale, compétences qui sont
» ﬁn@é référentiel joint en annexe. Cette note de service
‘@nﬁn sgalement que les épreuves des concours ont pour objec-

d’apprécier |'aptitude des candidats a mobiliser et a exploiter

A\
@ les connaissances nécessaires a |'enseignement a |'école primaire

| sans exiger d’eux une connaissance fine et approfondie de tel ou
tel sujet dans la discipline considérée. C'est pourquoi le choix a
été fait de ne pas arréter de liste limitative de sujets pour les
épreuves disciplinaires de ce concours. Si une connaissance fine
et approfondie de notions est requise pour traiter un sujet, ces
notions seront fournies au candidat dans le texte de |'épreuve.
Epreuve écrite de mathématiques

L'épreuve écrite de mathématiques permet de mettre en évidence,
d’une part, les qualités de raisonnement logique du candidat, son
aptitude a utiliser des outils mathématiques, a interpréter des résul-
tats dans les domaines numériques et géométriques et a formuler
avec rigueur sa pensée a |'aide de différents modes d’expression
et de représentation, d'autre part, sa connaissance des objectifs
et des programmes de |'enseignement des mathématiques a |'école
primaire, ainsi qu’une bonne appréciation des approches didac-
tiques et des démarches pédagogiques correspondantes.
L'épreuve comporte deux volets : dans le premier volet, le candi-
dat analyse des situations ou résout des problémes ; dans le second,
il analyse et critique des documents pédagogiques relatifs a I'en-
seignement des mathématiques a |'école primaire (durée de
I'épreuve 3 heures ; coefficient 4).
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1. Le premier volet doit permettre de juger les compétences du
candidat dans la discipline.

S"agissant du niveau scientifique de I'épreuve, on veillera i ne pas
perdre de vue qu’elle s'adresse a des candidats qui, titulaires d’une
licence ou d'un dipléme au moins équivalent, pourront étre, ou |
non, spécialistes du domaine considéré. L'exercice du métier de
professeur des écoles implique la polyvalence, mais il serait illé-
gitime d'exiger des candidats qui se destinent  ce métier les mémes
compétences et connaissances dans tous les domaines. L'épreuve
doit cependant leur permettre de mettre en valeur une bonne mai-
trise des contenus.

Deux épreuves constitueront ce premier volet :

* Une premiere notée sur 8 points. Elle doit permettre d'appré-
cier I'aptitude des candidats a maitriser et a exploiter des connais-
sances concernant une ou plusieurs notions relevant de I’ensei-
gnement des mathématiques a |’école primaire. On évaluera la
rigueur du raisonnement logique, la capacité a utiliser diverses
représentations, a maitriser les relations dans I'espace.

On pourra ainsi demander aux candidats d’expliciter le modele
mathématique sous-jacent 3 une situation probléme, de traiter
mathématiquement le probléme posé, de mettre en regard des stra-
tégies utilisables par des éleves de I'école primaire.

¢ Une seconde notée sur 4 points qui consistera a repérer les
erreurs et les qualités dans une production d‘éléve, 2 les analyser
et a les commenter en référence aux objectifs et aux contenus de
la discipline tels qu’ils sont définis dans les programmes e
tructions de I'école primaire. Elle portera sur un autre theme ¢
tiel : par exemple, si la premiére épreuve porte sur le do
numérique, celle-ci pourra porter sur une production de géome
trie ou réciproquement.

Le baréme envisagé sera joint : I'ensemble de ce premier volet |
de I'épreuve devra pouvoir étre réalisé en une heure et demie, |
au maximum.

2. Le second volet de I'épreuve a pour objet I'analyse des
« approches didactiques et des démarches pédagogiques corres-
pondantes » ; il sera mis en relation avec le premier, chaque fois
que cela est possible.

Le candidat doit faire la preuve qu‘au-dela de la maitrise des com-
pétences et des connaissances nécessaires pour enseigner a des
éleves de I'école primaire dans la discipline ou le domaine consi-
déré, il a réfléchi aux problemes spécifiques que pose aux enfants
I'apprentissage de notions et d’éléments de méthode propres a
cette discipline ou a ce domaine.
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Dans la mesure ot la formation professionnelle initiale n’est pas
achevée, il est souhaitable d’éviter a la fois les questions trop
ouvertes susceptibles d’entrainer des exposés de caractére trés
général et les analyses fines de progressions ou de séquences péda-
gogiques.

Le candidat sera placé en situation de réagir a des documents.
Guidé par des questions progressives, il devra étre capable de situer
le niveau d’enseignement correspondant aux documents propo-
sés par référence aux instructions et programmes officiels et de
faire une analyse critique de ces documents.

Plusieurs types de documents peuvent étre envisagés : outils pour
le maitre (extraits de guides ou de manuels, logiciels, documents
audiovisuels), travaux d’éleéves ou documents présentant des
séquences ou des comportements d’enfants.

En fonction des documents proposés, le candidat devra montrer
ses capacités a :

— repérer et analyser les contenus scientifiques sous-jacents ;

j objectifs visés ;

rt de I"activité de |'éléve en donnant un avis cri-
he pédagogique proposée ;

On veillera a ne pas alourdir les dossiers remis aux candidats lors 1
de I'épreuve. On tiendra compte du fait que cette seconde partie

de I'épreuve doit pouvoir étre accomplie en une heure et demie |
au maximum. »
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Tableau récapitulatif

Epreuve de’mathématiques au concours de professeur des écoles
Extraits du texte officiel et commentaires

. Premier volet (12 points) Deuxiéme volet (8 points)
Premiére épreuve (8 points) : [Fpreuve du deuxiéme volet
« Elle doit permettre d’apprécier | | (8 points) :
Iaptitude des candidats 3 maitri- | | « Analyse des “approches didac-

ser et a exploiter des connaissan- | | tiques et des démarches pédago-
ces concernant une ou plusieurs | | giques correspondantes”. Il sera
notions relevant de I’enseigne- | | mis en relation avec le premier
ment des mathématiques a I'école chaque fois que cela est possible.
primaire. » (...) Plusieurs types de documents
- Commentaire : Cette aptitude a | | Peuvent étre envisagés : outils
maitriser des connaissances | | Pour le maitre (extraits de guides
nécessite des savoirs qui relévent | | 0u de manuels, logiciels, docu-
bien sar des mathématiques mais
qui ne se réduisent pas au seul
contenu,

Deuxiéme épreuve (4 points) :
« ... Elle consistera a repérer les
erreurs et les qualités dans yn
production d'éléve, A les
et a les comment

|

lyse au cours de laquelle il est
nécessaire de pouvoir établir I'ori- |
gine probable de I'erreur. Pour
conduire une telle analyse, il est
important de se fonder sur des
travaux de didactique dans le
domaine des « obstacles » par
exemple qui peuvent apporter des
méthodes.

Ces textes accentuent |’aspect pré-professionnel de I'épreuve de mathé-
matiques. En particulier, on note qu’une grande place doit étre faite 2
I'analyse d’activités d’éleves mettant en relation le contenu scientifique
et le déroulement effectif ou attendu d’une séquence.
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SAVOIR
DEMONTRER

Nous avons vu que dans I’enseignement des mathématiques,
on assimile trop souvent démonstration et raisonnement
déductif. Ainsi les phases de questionnement qui fondent
les enjeux de la démonstration sont bien souvent négligés.

Si nous développons a nouveau la démonstration dans cette
partie, c’est parce que notre expérience de correcteurs aux
concours de recrutement des professeurs nous montre que
I'on retrouve des difficultés comparables chez les éléves du
collége et plus tard chez les étudiants. Pourquoi démontrer
lorsque cela parait évident ? A qui s’adresse-t-on lorsque
I’on démontre ? Quel est le niveau d’exigence du lecteur ?

Les nouveaux textes relatifs a I'épreuve de mathématiques
au concours mettent I’accent, en premiére épreuve du pre-
mier volet, sur I'évaluation « du raisonnement logique ».

Ainsi, les questions ci-dessus s’appliquent autant au candi-
dat relativement a sa propre copie, qu'au futur enseignant
relativement a son enseignement des mathématiques...

LA PART DE L'INTUITION

L'intuition ou « connaissance soudaine, spontanée, indubitable...
indépendante de toute démonstration »°' est une autre forme
d’appréhension premiére d’un probléme. Elle peut fonctionner
comme un moteur déterminant de I’élaboration ultérieure de la
démonstration. Elle peut au contraire s’ériger en obstacle, tout
comme une illusion d’optique.

Pour illustrer cette définition, nous proposons un exercice®? ainsi que des
productions écrites d'étudiants de DEUG A et B relatives a cet exercice.

91. Dictionnaire Littré de la langue frangaise, Editions 1971.

92, Cet exercice se trouve dans « Amusements mathématiques », NORTHROP, £d. Dunod.
Il a fait I'objet d’un article par ). Briand : « Les transvasements », Documents pour la forma-
tion des professeurs en didactique des mathématiques, IREM de Paris VII, 1991,
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~EAETLILE (COrrige page £24)
Soient deuxsécipients contenant en égale quantité I'un un liquide
A, l'autre un liquide B.

A laide d'une cuillére, on prend une quantité du liquide A que
I"on verse dans le liquide B. Du mélange ainsi obtenu dans le
deuxiéme récipient, on prend une cuillére que I'on verse dans le
liquide A.

R1. Y a-t-il plus de liquide A dans B que de B dans A ?

R2. Y a-t-il plus de liquide B dans A que de A dans B ?

R3. Y a-t-il autant de B dans A que de A dans B ?

Que peut-on penser de ces réponses ?

Voici quelques exemples d’exposés d’étudiants de DEUG A et B a qui il
était demandé de convaincre d’autres étudiants. Certaines de ces rédac-
tions seraient sans doute refusées dans une copie de mathématiques.
Sont-elles des démonstrations, sont-elles des démonstrations fausses ?
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Quatriéme expose :

Cinquiéme exposé :

Le liquide A est considéré par I'éléve comme étant de I'eau, le liquide
B comme étant du vin...

Sixiéme exposé :
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Septieme exposé :

Analyse

» Stratégies qui consistent a traiter des transformations état par état :

~ Examen par explication (copie 1).

— Examen d’un cas particulier a |'aide des nombres : la cuillére a une
contenance égale a une fraction simple du volume de liquide (1, 1/2,
1/3) (copies 3 et 5).

- Examen d’un cas particulier a I'aide de schéma : la cuillére a une conte-
nance égale a une fraction simple du volume de liquide (1, 1/2, 1/3)
(copie 4).

— Examen a laide d’écritures formelles (copie 6).

 Stratégies qui considerent surtout I'état final : les quantités de liquide
sont les mémes :

- Simple déclaration (copie 2).

- Examen a |'aide d'écritures formelles (copie 7).

Commentaires

Les copies 3, 4, 5 constituent de bonnes analyses qui permettent de mesu-
rer la validité de R3 dans des cas particuliers.

Les copies 6 et 7 constituent une bonne approche de la rédaction
« experte » et proposent une démonstration. La conclusion de la copie
6 est « rapide ».

La copie 2 ne sera pas acceptée comme démonstration alors que, du
point de vue de |'étudiant, cette explication est indiscutable.

La copie 1 est la formulation de I'intuition premiére que I'on comprend
(que I'on partage peut-étre), mais qui est erronée.
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AInsi, devant un probléme inhabituel pour lequel une solution intuitive
peut apparaitre, les étudiants de DEUG A et B ont, pour défendre une
stratégie donnée, recours a des approches de la preuve trés variées.

De nombreux exercices classiques de mathématiques fondent leur célé-
brité sur le conflit provoqué par une intuition en regard de la vérité. En
voici deux exemples :

—— Exercice (corrigé page 224)

Dans le revue « courrier international » du 5 septembre 1991%,
un article relate un jeu télévisé américain. Voici le jeu :

Il y a deux acteurs : un animateur et le candidat. Derriére eux, trois
portes. Derriére chacune de ces portes sont placées au hasard une
voiture et deux cheévres. Le candidat ne voit pas ce qui est derriére
chaque porte. Il doit essayer de désigner la porte derriére laguelle
est I'automobile. Dans ce cas, il gagne la voiture (I’histoire ne dit
pas s'il gagne une chévre dans les autres cas...). Il se place donc
devant une porte mais ne l'ouvre pas encore. L’animateur qui
connait la place de la voiture ouvre une des deux autres portes
derriére laquelle se trouve une chévre. Il propose ensuite au can-
didat de maintenir son premier choix ou de changer de porte.

Le candidat a-t-il intérét & maintenir son premier choix ou a chan-
ger de porte ? ou bien cela n’a-t-il aucune importance ¢

—— Exercice (corrigé page 225)
Deux soldats romains possédent, I'un deux pains, I'autre trois pains.
Pour déjeuner, ils décident de mettre en commun leur nourriture
et de partager.

Arrive un troisiéme soldat qui lui ne posséde pas de pain. Il accepte
de partager le déjeuner avec ses deux compagnons et pour les
remercier leur donne cing écus.

Comment les deux premiers soldats doivent-ils se partager ces cinq
écus ?

. DEMONTRER OU VERIFIER

L’exigence d'une démonstration en mathématiques a souvent fait perdre
de vue que des investigations sur des cas particuliers (exemples numé-
riques ou figures particuliéres) pouvaient permettre de commencer a « se
faire une petite idée » de la validité ou non de telle ou telle hypothése.

93. H. Huguet : « La voiture et les chéres », Doc ts pour la f tion des profe 3
d‘é{o{emdidaalquedesmtf“ iq IREM de Bord: 1993.
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Ld UEMONSIraton est une autre torme de travail du mathématicien qui
se situe souvent apres ce type de démarche. Indépendamment des
difficultés liées a telle ou telle démonstration, les étudiants ne font pas
toujours la différence entre une démarche exploratoire qui permet de
constituer un début de conviction et I’élaboration d’une démonstra-
tion.

L'apprentissage de la démonstration fait partie des difficultés de I'ensei-
gnement des mathématiques. En cela, la démonstration n’est pas un sujet
d’enseignement, bien qu’elle soit un objectif majeur. Pour des éleves
de 5¢ ou de 4°, cette nouvelle exigence du professeur qui demande une
démonstration peut étre percue comme liée a la personnalité de |'en-
seignant.

Exercice (corrigé page 225)——

Voici deux exercices introductifs au théoréme suivant : « Dans |
un cercle, la mesure d’un angle inscrit est égale a la moitié de la
mesure de I'angle au centre qui intercepte le méme arc. »

Exercice 1 : Soit un cercle de

centre O et deux point M et N

extrémités d'un diamétre.

Soit R un point du cercle non

confondu avec M ou N. £

Mesurez au rapporteur I'angle

RMN et I'angle RON ? - ‘
Que remarquez-vous ?

Exercice 2 : Soit un cercle de

centre O et deux point M et N

extrémités d'un diamétre.

1. A I'aide d'un rapporteur,

construisez un point R du cercle

telquem=26°

Mesurez I'angle RON )
M&wmonaveckMNxSO’ ‘
puis RMN = 72°,

2. Faites une conjecture.

3. Soutxlamesmdel’angleRON Calenlezenfoncdondexh
mesumdelangleRMN. Concluez.

Exercice de mathématiques : Résoudre I'exercice 2.
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| Exerciee ae araacuque : Les deux exercices traitent de la méme
question mathématique. lls sont pourtant différents. Préciser en
quoi.

Voici la solution rédigée par un étudiant & qui cet exercice était
Proposé :
1¢) RMN= 26° RON =52°
RMN = 50° RON =100°
RMN = #2° RON =144° ‘
2 OncmfahquON 2.RMN. cd&wma
g
3)RON=x.0) Lo\ Bt oua
RON = ZRMN. Soif x =ZRMN dowuc RMM-I/Z
RMNaatthw:tildz eou omm&m
Adpultal qus pucidemmtaf’ Ce g o josmek e
aultelc Lpellint, ¢ Conrick *
Ly @ M
‘ ﬂuxﬁ’ L Hisdme .
Etudier en quoi I'usage du terme « démontré » pour parler de la
’ démonstration est erroné chez I'étudiant.

On constate ici que I'étudiant ne fait pas de différence entre la vérifica-
tion d’une hypothése sur trois cas (il considere alors la proposition vraie
dans tous les cas) et une démonstration qui, par nature doit prendre en
compte |'ensemble des possibles (et donc ne pas se contenter du choix
de trois valeurs particuliéres, méme si cela constitue une démarche préa-
lable souvent féconde).

DEMONTRER POUR COMPRENDRE,
DEMONTRER POUR CONVAINCRE

« ... Mon affaire avec le prof de maths a pas arrangé ma
cote... il nous avait filé une feuille avec des figures géo-
métriques, carré, triangle isocéle, triangle équilatéral, toute
la panoplie : il fallait démontrer que le carré était bien un
carré et idem pour les autres. J’aime pas me fatiguer les
méninges pour prouver des trucs tellement évidents. Alors,
j'ai écrit : « c’est un carré, croyez moi sur parole », et j'ai
rendu ma copie. Le prof Ia trés mal pris... »%

94. « ANIBAL » Anne Bragance, Presse pocket Robert Laffont, 1993,
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A-t-on besoin de démontrer des évidences ? Une telle question est sou-
vent posée dans I'enseignement, en particulier en géométrie. Certains
résultats « se voient sur la figure », d’autres non. On trouve |3 une double
fonction de la démonstration en mathématiques :

* démontrer pour comprendre : le résultat est visible sur la figure mais
la démonstration permet de comprendre pourquoi on a une telle conclu-
sion ;

* démontrer pour convaincre : le résultat n’est pas évident et la démons-
tration permet d'établir la vérité de la conclusion.

lllustrons ces deux fonctions a I'aide de deux problémes? de classe de
troisiéme :

Exemple 1 : ABCD et CDEF sont deux parallélogrammes. mﬂ“e
la droite (AB) est paralléle i la droite (EF). V¥ s A S o

.

\

E

Exemple 2 : Soit un triangle ABC quelconque. Il est le milicu de [AB].
anmmmqm@vmumaﬂmmﬁﬁa~V““

NN
sl
A

| CARTACHAST!
VIS REACMI

Y L

Dans le premier cas, il est évident que les droites sont paralleles et la
nécessité d’une démonstration n’est pas percue. La démonstration va ser-
vir a comprendre pourquoi ce qui est évident sur la figure est vrai mathé-
matiquement.

95. G. Arsac, G. Chapiron, A. Colonna, G. Germain, Y. Guichard, M. Mante : Initiation au rai-
sonnement déductif au collége, PUF, 1992,
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Dans le deuxieme exemple, il n'est pas évident que les deux aires soient
égales. La démonstration aura, a priori, plus de poids, puisqu’elle doit
convaincre.

* Dans I'enseignement des mathématiques, la démonstration remplit
souvent une autre fonction. Il s’agit de démontrer pour prouver au pro-
fesseur que I"on sait démontrer, que I'on a compris le probleme, que I'on
connait les régles en usage... La démonstration n‘a plus a convaincre le
professeur de la validité d’un résultat car, de par la place qu'il occupe,
il sait si le résultat est correct ou non.

Il serait regrettable que cette derniére fonction de la démonstration mathé-
matique soit la seule percue par les éleves. Il convient donc de propo-
ser des situations au cours desquelles seront restaurés de vrais débats
entre éleves.

foercice libre — LN | |

Relever dans un manuel de troisiéme des exercices de géométrie
pour lesquels le résultat demandé se voit sur la figure et d'autres
pour lesquels le résultat a établir n’apparait pas sur la figure. ,

[ Exercice (corrigé page 226) ———— =

Lors d"un tournoi de belote, chaque équipe de 2 joueurs rencontre
toutes les autres équipes. Il y a ainsi 15 parties. Combien y a-t-il
de joueurs ?

Résoudre le probléme. En donner une démonstration. Quel est le
‘ réle joué ici par la démonstration ?

La correction de cet exercice propose plusieurs démonstrations jouant
des roles différents.

NIVEAU D’EXIGENCE DANS UNE DEMONSTRATION

Une démonstration, nous I’avons écrit page 000, utilise un langage mathé-
matique et les regles de ce langage. Au cours de |'écriture, il y a donc
une certaine « rigueur » a respecter dans le choix des termes, des nota-
tions, de la construction des phrases, des enchainements... Mais que
signifie « &tre rigoureux » ?

Pour tenter de répondre a cette question, considérons I’exercice suivant :

——Exercice traité

ombresenier consécutfs ont 1 somme e 165.

dre un éléve qui rencontre cet exercice dans une
épreuve d’évaluation ¢ |
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Imaginons trois copies d’éléves traitant cet exercice simple :

Copie 1 Copie 2 Copie 3

82 et 83 conviennent |82 et 83 conviennent Appelons netn + 1 les
car82 + 83 =165  entiers cherchés, on a :
In+(n+1)=165
<>2n+1=165
<> 2n=164
<> n=82
donc la seule solution
est la paire {82,83}

Les trois copies contiennent la réponse a la question posée, mais elles
ne seraient pas recues de la méme maniere par I'enseignant.

* La premiére donne une simple affirmation qui répond a la demande
prise au pied de la lettre mais elle ne correspond pas au contrat habituel
en mathématiques ol, non seulement il faut trouver les réponses aux
questions posées mais il faut en assurer la validité.

* Ladeuxiéme copie contient une justification sous la forme d‘une véri-
fication.

* Enfin, la troisiéme montre comment on peut trouver les nombres. La
démonstration apporte la preuve de |existence et de I'unicité de la solu-
tion. Elle fait appel a des connaissances mathématiques plus élaborées.

Sur une copie d'éléve on peut imaginer les appréciations suivantes :
« A justifier »

« Pourquoi ? »

« Evident »

« Comment trouvez-vous ces nombres ? »

« On ne vous demandait pas tout cela... »

D’une maniere générale, une réponse accompagnée de nombreuses jus-
tifications peut laisser penser que I'éléve a des idées confuses. A I'op-
posé, |'absence de justification ne permet pas de distinguer un éléve qui
a « copié », d'un éléve qui a donné une réponse au hasard, ou d’un éléve
qui ne sait pas rédiger une argumentation. La preuve s’inscrit dans une
démarche de communication. Suivant les attentes du locuteur, elle devra
comporter telle ou telle caractéristique. Une des difficultés rencontrées
par tout éléve ou étudiant est d’identifier le contrat auquel il est lié.
Dans I'exemple de la recherche des deux nombres, la premiere réponse,
donnée par un éléve de I'école élémentaire, sera jugée recevable. Par
contre cette méme réponse sera considérée comme insuffisante pour un
éléve de collége ou au lycée. Paradoxalement, elle redeviendra accep-
table, comme calcul intermédiaire dans un probléme de terminale scien-
tifique. Les exigences varient au cours de la scolarité,
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Par ailleurs, dans une méme classe, un enseignant a des attentes diffé-
rentes suivant son appréciation du niveau de tel ou tel éléve. Par exemple,
la simple affirmation du résultat exact par un « bon éléve » a toutes les
chances d'étre acceptée alors que I'on demandera des justifications a un
« éléve moyen ». Le niveau d’exigence dépend a un niveau de scolarité
donné du contrat implicite passé entre I'éleve et le professeur.

-~ Exercice (corrigé page 227)

gy ¥

Imaginer deux niveaux de réponses a cet exercice. (Cours Moyen,
} classe de quatriéme.)
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MAITRISER
LE LANGAGE
MATHEMATIQUE

Nous allons maintenant centrer plus particuliérement notre
analyse sur I'épreuve écrite de mathématiques du concours
de professeurs des écoles.

SAVOIR LIRE UN ENONCE

A travers des exemples, nous allons réfléchir aux capacités mises en
jeu lors de la lecture d’énoncés de probleme.

B Premier exemple

Voici un probléme qui a été posé au concours d’entrée des anciennes
écoles normales en 1988 a Grenoble. Nous allons faire une étude de cet
gxercicc, non pas en faisant la correction?, mais en analysant deux dif-
ficultés que peuvent rencontrer des étudiants devant ce probléme :

Enoncé du probléme
A

i &
ABC est un triangle et P un point du ¢oté [BC]. La paralléle A (AC) pa
WPUPOO“PG(AB)enQethpmnuea(An)w'“p‘i(ﬁy?%w‘
(AC)enR. TRV
1. Quelle est la nature du quadrilatére ARPQ ?

2. On désigne par H, H,, H, les projections .A v
des s A, Qet R e (50 T

96. Cet exercice met en ceuvre le théoréme de Thalés, les triangles semblables ainsi que du
travail algébrique.
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Soita=BC,b=AC,c=AB,h=AHetx =BP.

Exprimer BQ en fonction de a, ¢ et x, puis QH, en fonction de a, h
et x.

Exprimer RC en fonction de a, b et x, puis RH, en fonction de a, h
et x. i

3. En utilisant les résultats précédents, exprimer en fonction de a, h et
X, les aires des triangles BPQ et CPR.

4. Montrer que I'aire A (x) du quadrilatére ARPQ peut s'écrire

A(x)= E-(a—x).
a

5. Pour cette derniére question, ondonne a=8 et h = 8.

Tracer point par point la courbe représentative de A (x) dans un repére
orthonormal (0, T ; J). (unité graphique : 1 cm).

A I'aide du graphique, déterminer la valeur entigre de x pour laguelle
cette aire est maximale.

Pour cette valeur de x, comparer I’aire du quadrilatére ARPQ et Iaire
du triangle ABC.

Nous décrivons maintenant des difficultés que nous avons fréquemment
repérées aupres d’'étudiants préparant le concours. Elles peuvent faire
sourire des étudiants et des professeurs mais elles ne sont pourtant ni for-
tuites, ni marginales.

Premiére difficulté

la lecture de la phrase : « Exprimer BQ en fonction de a, c et x » déclenche
parfois, chez les étudiants, les interrogations suivantes :

~ que veut dire « en fonction de » ? ou bien

~ il faut BQ en fonction de a, puis BQ en fonction de ¢, puis BQ en fonc-
tion de x.

L'expression « en fonction de » signifie que I'auteur du sujet attend que
I'on exprime la mesure du segment [BQ] sous la forme d’une expression
algébrique, c’est-a-dire qu’a un moment donné, on puisse quantifier la
mesure BQ sous forme d’une expression algébrique. Dans cette expres-
sion vont figurer a et ¢ (dans ce probléme, ce sont des parametres) et x
(c’est ici la variable), Ainsi, on pourra écrire BQ (x), ce qui signifie, non
pas BQ multiplié par x, mais que |'expression BQ est fonction de la
variable x.

Quant a la deuxiéme interrogation, un controle du sens du probleme
montre qu'il est invraisemblable d’exprimer BQ en fonction seulement
de a (par exemple).
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Deuxiéme difficulté

Une fois trouvé BCB = X (théoreme de Thalés), certains étudiants ne
a

peuvent exprimer BQ. lls ne savent pas que I'égalité de deux rationnels
a s :
b et (CT se définit par I'égalité a d = b c. La définition précédente qui

permet de déduire immédiatement BQ. a = c. x apparait comme un
résultat, un théoréme a la seule disposition des « matheux ».

B Deuxiéme exemple

Nous proposons d'analyser un texte de probléme. Il s'agit d’'un probléme
donné dans I'académie de Grenoble au concours externe de recrutement
des professeurs des écoles en 1992.

Enoncé du probléme

Eﬁl”lmm&mdemvwommiﬂcm

trois formules de location :

formule 1 : MOFd'abmmentmmdpluslSmemlwée
2: 120 F d’abonnement annuel plus 20 F par cassette louée

formule 3 : pas d'abonnement, mais 30 F par cassette louée

1. Quelle est la formule la plus économique pour la location de 10 cas-
settes ? 20 cassettes ? 30 cassettes ?

2. a) Bxpnmerpourchaqueformulelepnxhpayerenfoncﬁondn
nombre x de cassettes louées.

b) Repémmmmtmhfuﬁmdemmﬂﬁmm3
formules de location dans un méme repére.

¢) Un client ayant choisi lafomnleudepmemrmmr

Awvait-il fait un bon choix ? i
d) Un autre client a dépensé 530 F pour I'année. wmg_
plaindre auprés du commergant 7 . et
3. Qndheahfomdehpiuswmumimwk’m
“MM? : .;}-_'l,—x:n(,‘v
mamenme Likesi] ATl
Analyse du texte

Pour répondre a la premiére question on effectue le calcul numérique
du prix de revient de la location de 10, 20, 30 cassettes avec les 3 for-
mules. On compare ensuite les résultats obtenus.

La deuxiéme question a) demande le calcul formel (en fonction de x)
du prix de location avec les 3 formules (F, (x), F, (x), F, (x)). Le résultat

trouvé peut étre contr6lé par un retour sur la premiére question.
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L'objet du b) est la représentation graphique dans un méme repére des
trois formules. On pourra utiliser les résultats établis concernant F, (10),
F, (20), F, (30). Méme remarque pour F, et F.

La question c) demande de résoudre F, (x) = 510. Elle n'impose pas de
méthode. 1 est prudent de faire une résolution algébrique suivie d'un
controle graphique.

Appelons x, la solution trouvée, il est alors demandé de calculer F, (x,)
et Fy (x,).

La question d) est plus difficile 2 comprendre. Le client a dépensé
530 F avec une formule F, soit F, (x) = 530. On demande d'identifier la
formule F. et de trouver x afin de savoir pourquoi le client est mécontent.

La troisiéme question va obtenir une réponse différente selon le nombre
de cassettes louées. 1l est vraisemblable que la formule F, (sans abon-
nement) soit la plus avantageuse pour un petit nombre de cassettes louées
et que la formule F, soit la plus avantageuse a partir d’un certain nombre
de locations. Il reste a déterminer les différents seuils. Cela s’obtient faci-
lement par le graphique.

Au cours de ce travail d'analyse de I'énoncé, nous n’avons pas répondu
aux questions mais nous avons vu leur enchainement et les différents
outils de contréle que le candidat peut utiliser. Une telle réflexion peut
étre utile avant de se lancer dans la résolution effective du probleme.

Conclusion : La lecture d’énoncés de problémes demande de construire
du sens. La interviennent des connaissances mathématiques pour com-
prendre 'objet des questions mais aussi des connaissances de la langue
frangaise pour saisir les nuances, les enchainements... On voit dans le
dernier exemple que des connaissances pragmatiques peuvent étre utiles :
une location avec abonnement ne devient intéressante qu’a partir d’un
certain nombre d’objets loués.

SAVOIR REDIGER UNE ANALYSE DE DOCUMENT

B Utiliser un vocabulaire adapté

Les vocabulaires mathématique et didactique permettent d'avoir un
discours faisant référence a des savoirs, des concepts connus. Aussi, lors-
qu'il s'agit d’étudier un document pédagogique ou d'analyser une
séquence de classe, leur utilisation s’avere le plus souvent trés profitable
pour, a la fois rendre la lecture plus précise et I'analyse plus fine.

Par exemple voici une production d’éléve que les étudiants avaient a

étudier.
10/50 + 40/400 = 50/450
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Dans son analyse un étudiant écrit :

Poue podauint Lo afpense S /m e dege, onf
swmplement addibiound le, u du dawt edis
wx J}\‘v d«“ﬂkdﬁbtﬂ il euy - (I,u'uoc
P qu’ (U conn aisiot ncont Uy mom

« maamdnattun » 2t Ao edd moma nakwns).

Cette réponse montre que I’étudiant ne sait pas situer son niveau de
discours. Il connait les mots « dénominateur » et « numérateur » et s'in-
terdit leur usage pour la description du travail ou prétexte que les enfants
ne connaitraient pas ces termes. Pense-t-il mieux décrire les procédures
des éléves en utilisant leur vocabulaire ?

Voici une autre production d’éléeve :
B S ( 56,4 +42 ,45)— 34,5x 56,4442, 45

Dans son analyse un étudiant écrit :

" dh o wunlkiplil 3‘/5’ 561, mas
ﬁ!aw&e wa/m &31/,
At #m,m/rz,ug

Le rappel de la propriété de distributivité de la multiplication sur I'addi-
tion dans les entiers naturels aurait permis de mieux caractériser I‘erreur
commise en la rapprochant d’un savoir (distributivité) non acquis. Parler
d’oubli reste trop superficiel.

Il n"y a que des avantages a décrire a I'aide d’un vocabulaire adapté, tant
du point de vue mathématique que du point de vue didactique, les stra-
tégies des éleves, leurs erreurs, etc.

B La pertinence des réponses

D’autre part, des questions précises guident en général le travail demandé.
Il faut éviter des commentaires trop généraux ou hors sujet. Voici un exer-
cice posé en formation de professeurs des écoles.
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Exercice traitée ——

Un enseignant propose aux €éléves l'exercice ci-dessous :
Voici un tableau utilisé par une boulangére pour obtenir le prix de

vente de petits pains.
Nombre de petits pains 5 10 15
Prix a payer en francs 15 30 45

Utilise ce tableau pour trouver le prix de vente de 25 petits pains

1. Quelles sont les notions mathématiques sous-jacentes a cette

situation ¢

2. Quelles procédures peut-on prévoir pour obtenir la solution ?
Nous proposons d’étudier deux copies d’étudiants.

1" copie

t‘d«m thm M X cefle M’a&ﬁw

d'Mn&lab
la mulh

wmw&‘ﬂt’ ’ LAMM
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Z° cople |

4)%%*15’:3: Mhma owmalits ; |
uhpﬁ»'.& %mawwm
“ &"m‘. &
s B wbilinds monk -l opleations qui pand
x)= X,
ek L (s =4(x '- ) o 7
:‘::&: : ’éé.):u:(?;wmms'&&m&fﬂw |
| - '
| peet=B

Cakainn ||i|tiﬁll.&, fiiomt de : .
| (4 3) M pavemek de parte e s 345, Doe Izs,mz.w |
onppmd wn pux de 25x3 = I5F

* Pour la premiére question, le premier étudiant met au méme plan des
notions qui n'apparaissent pas avec la méme acuité dans I'exercice. En
revanche, le second a hiérarchisé les notions et a tout de suite mis en
évidence, en utilisant un langage adapté, I’enjeu de cet exercice.

* Examinons maintenant les réponses 2 la deuxiéme question. La pre-
miére copie montre une confusion entre procédure prévisible en tant que
modele d’action des enfants dans cet exercice et scénario de déroule-
ment de classe. L'étudiant n’a pas répondu a la question posée. Il ne peut
abandonner la description naive de la classe qu'il imagine.

La deuxieme copie utilise des savoirs d’étudiant pour conduire une ana-
lyse a priori simple et claire. L'étudiant situe son discours a deux niveaux :
d'une part le savoir savant (la fonction linéaire et ses propriétés carac-
téristiques), d'autre part les modeles d’actions de ceux qui utiliseront, en
acte, les propriétés décrites.

A la suite de cet exercice, il est proposé aux étudiants de commenter des
démarches d'éléves en particulier, on demande d'analyser et de com-
menter la production écrite de Constance :

S+40 4+ 45 = 2% petiks pains
BF+30F+45F -30!3"

ole uvine uZSMMMucugaM,
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Mettons en rapport deux autres copies d'etudiants.

1™ copie

Coustamdd y

5440 +45 = 25 pUis pouw

A5F430F+ H5F= Q0F = aibi
&Mladouum&z poumt éiﬁ

Elle u:{k .
. by w ukdiee am s gl
ko E‘%‘?w* w Lo pao

Lo A«%a -€Elle
:#2@: uﬁ (:‘:JL @ aﬂ?u«t 'w'ruga.wivc .

2% copie

Comtomie wbitirt Lo Undariti amain L R sin
dams (e mom da patis ,. €ls a cal
powr 30 N sj'-“"“ .

5 + A0 + = 30

* La premiére copie montre que, pour cet étudiant, les notior\s de pro-

portionnalité et fonction linéaire ne sont pas liées. De plus les jugements

I"emportent sur I'analyse et ce n'est pas ce qui est demandé.

* La deuxieme copie analyse ce que Constance a fait et pose une hyp(r

these trés plausible sur la nature de I'erreur. C'est court et cela suffit,

Exercice traité ——
Au concours dans I'académie de Montpellier en 1992, on deman-
dait de commenter la phrase suivante :
Pour accéder au concept d’aire, les enfants devront avoir des occa-
sions de vérifier que le découpage et le recollage d'ufte su.rface
en une surface d'une autre forme laissent une grandeur invariante.

Pointer les mots clés de cette phrase et proposer un plan de com-
mentaire.
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Elements de réponse

Les mots clés de cette phrase peuvent étre classés en deux catégories :
* ceux qui renvoient a la psychologie cognitive : accéder, concept, occa-
sions, vérifier ;

* ceux qui font partie du langage mathématique : aire, surface, forme,
grandeur.

Nous proposons donc un commentaire en deux parties :

* I'une éclaire la notion mathématique en jeu, ici la notion daire : I'aire
est une grandeur attachée a une surface plane qui correspond 2 la place
« occupée » mais indépendante de la forme de cette surface ;

* lautre reprend ce que I’on sait de la construction des connaissances
par le sujet. L’apprenant va construire ses connaissances a partir d’ex-
périences : découpages et collages, la grandeur aire est I'invariant atta-
ché aux différentes formes obtenues.

B L’écueil du pédantisme didactique

Une autre tendance consiste & emplover les termes de la didactique a
contresens ou a seule fin de rénover un discours pédagogique. Par
exemple, on trouve I'expression « situation d‘action » pour décrire une
simple manipulation ou encore « contrat didactique » pour commenter
un dialogue entre le professeur et I'éléve. Cette tendance au « pédan-
tisme » didactique est assez répandue et nous reviendrons sur ce point
en comparant deux copies d'étudiants (cf. page 205).

180

ANALYSER
DES PRODUCTIONS
D’ELEVES

A plusieurs reprises, nous avons utilisé des productions
d’éleves pour étudier un phénomene de didactique. D’une
fagon générale, les productions écrites des éléves (prise de
notes pendant un cours, essai de stratégies pendant un tra-
vail de recherche, contrdle de connaissances, etc.) appor-
tent des informations sur les conceptions en jeu, les erreurs,
les savoirs acquis, etc. Nous allons préciser en quoi consiste
une analyse de productions d’éléves et traiter plusieurs
exemples.

LE CADRE D’ANALYSE

Selon la nature du document étudié, selon son origine, différentes ques-
tions peuvent étre abordées. Par exemple, il est possible d’étudier la vali-
dité de ce qui est écrit, la pertinence d'une solution, la conduite d’une
stratégie, la clarté de la rédaction ou d’un raisonnement, les conceptions,
les erreurs... Ce travail peut conduire a des considérations sur le savoir
en jeu, les obstacles épistémologiques qui lui sont liés, les connaissances
ou stratégies mobilisables par les éléves...

Un travail d’analyse de productions d'éléves doit étre replacé dans un
contexte d’enseignement (évaluation, aide au travail personnel, etc) ou
guidé par des questions.

DES ARGUMENTS POUR EXPLIQUER
UNE SOLUTION

Voici des réponses d'éléves?” face a un probléme darithmétique. Ce pro-
bléeme est extrait d’'un document de I’APMEP (questionnaire d'appro-
fondissement pour I’évaluation en fin de sixieme).

97. H. Péault : Documents pour la formation d'école en didactique des mathématiques, IREM
de Bordeaux, 1993,
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lage d'un d de primeurs.

| .
les 7 poires.
Quel est le fruit le plus cher ?
Quel est le fruit le moins cher ?

Voici trois plateaux de fruits 4 I'éta-

L'étiquette du premier plateau indi-
que que l'on peut avoir 8 oranges pou
4 F, I'étiquette du second plateau
indique 2 F pour les 3 citrons et celle
| du troisieme plateau indique 4 F pour

8 oranges 3 citrons

FABIEN. Le plus cher des fruits, c’est
Vorange. Car si on divise 4 par 8, 2 par
3et4 par 7, ¢a nous donne 2, 1 et 1. Et
donc le citron et la poire sont sont les
moins chers.

Tony. J'ai fait4 x8 =32 puis2x3=6
ru‘m4x7-28e!jeconshtequelesfmils

es plus chers sont les oranges et les
moins chers les citrons.

CINDY. Si on divise les 8 oranges par
son prix, on obtient la valeur totale des
8 oranges (8 oranges 4 F, ¢a fait 2 F
pour une orange).

Si on divise les 3 citrons par son prix,
on obtient la valeur totale f:: 3 citrons
(3 citrons a 2 F, a fait 1,50 F pour un
citr%n). ;

i on divise les 7 poires par son prix,
on obtient la valeur totale 5:5 7 pogdxues
(7 poires a 4 F, ca fait 1,75 F pour une
poire).

Donc les plus chers sont les oranges,
les moins chers sont les citrons.

MATHIEU. Le fruit le plus cher est le
citron car si on multiplie 3 par 2, ca fait
6: ga sera aussi cher que les oranges et les
poires, mais il y aura un fruit de moins.

Le fruit le moins cher est I'orange,
parce que 6 citrons ¢a ferait 4 Fet 7
poires ¢a fait4 F et 8 ora cafait4 F:
c’est le méme prix, mais il y a une
orange de plus que les autres fruits,

CHRYSTELE. Le fruit le plus cher ¢est
les oranges et les poires car il vaut 4 F :
le fruit le moins cher c’est les citrons car
ilvaut2 F.

Lupovic, 8 : 4 = 2 F pour une
orange ;3:2=1,50 F pour un citron ; 7 :
4 = 1,75 F pour une poire. Le plus cher
I'orange, le moins cher c’est le citron,

ALEXANDRE. En divisant le prix par le
nombre de fruits, nous trouvons le prix
d’un fruit. Orange : 0,50 F, citron : 0,66
F, poire: 0,57 F les citrons sont les
plus chers et les oranges les moins chéres.

JEREMIE. ]“ai cherché pour le méme
nombre d’oranges et de citrons, ga fait
24, 24 oranges cofitent 12 F et 24 citrons
codtent 16 F. Donc les citrons sont plus
chers et les poires il n'y en a que 7 pour
4 F donc les oranges sont moins chéres.

ALICE. On calcule en faisant une
division. 4 : 8 =0,502:3 = 0,66 4 :
7=0,57. Le fruit le plus cher est le citron
a g(,)Gg F et le moins cher est I'orange &
0, A

KARINE. Si on divise les oranges par
2, ca fait 4 oranges, alors le prix serait
2F, 4 orangesa2 Fet3citrons 4 2 Fil y
a une orange de cKlus donc les oranges
sont les moins chers et les citrons
plus chers.

SEBASTIEN. Pour les oranges, j'ai
trouvé 12. Pour les citrons, jai trouvé
6. Pourlagolms, j'ai trouvé 11. Les plus
chers c’est les oranges et les poires, les
moins chers c’est les citrons.

ELoDik. Pour 4 F on peut avoir 8
oranges, 6 citrons et 7 Donc c’est
les oranges les plus et les citrons
les moins chers.

CEciLE. L'orange cofite 50 centimes
car 8 x 50 ¢ = 400 et 400 c’est 4 F...

CYRILLE. Avec 1F, on a 2 oranges mais
moins de 2 avec les citrons et les poires.
Donc les oranges sont moins cheres,

PEGGY. Les 8 oranges coditent 4 F et
les 7 poires aussi. Alors le plus avanta-
geux ce sont les 8 oranges a 4 F parce
qu'il y en a plus et les plus chers c’est les
poires mais les citrons encore plus car
pour 4 Fonn'en a que 6.

JULIEN. L'orange cotite 2 F, le citron
1,50 F et la poire 1,50 F. Donc le plus cher
c’est I'orange, et le citron et la poire sont
pareils.
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On peut déterminer le fruit le plus cher ainsi que le fruit le moins cher
en considérant que I'on a :

8 oranges pour 4 F

8 oranges pour 4 F

3 citrons pour 2 F soit 6 citrons pour 4 F
7 poires pour 4 F 7 poires pour 4 F
Le fruit le plus cher est le citron, le moins cher est l'orange
Analyse des réponses d’éléves
S - |
Réponse
Nom ] P Analyse de la réponse
FABIEN Non * s'exprime facilement
¢ annonce une méthode pertinente qui revient A calculer |
le prix unitaire (4 divisé par 8...)
¢ effectue un calcul différent (8 divisé par 4...)
* s'intéresse au quotient entier ce qui ne permet pas de dis-
tinguer le quotient de 3 par 2 du quotient de 7 par 4
Tony ' Non * n'explique pas son raisonnement mais donne les calculs
effectués
¢ multiplie 8 par 4, 3 par 2, 7 par 4
* peut avoir interprété les données comme « 8 oranges a
4 F l'une... »
CiNDyY Non * raisonnement confus et expression peu claire
¢ cherche le « nombre » de fruits pour 1 F (en divisant 8
par 4 on obtient que pour 1 F on a 2 oranges...) mais Cindy |
donne le résultat en F.
Est-elle troublée par le résultat 1,50 qui n‘est pas entier et
qui donc ne peut pas correspondre 2 une quantité de fruits
* parle de valeur totale des fruits sans que l'on pergoive |
un sens trés précis
MATHIEU Oui ¢ donne le nombre de fruits de chaque espéce obtenu pour
4 F : méthode tout a fait adaptée dans ce cas particulier de
valeurs numériques
* exprime clairement son raisonnement en argumentant
sa réponse
CHRYSTELE Non * réponse trés bréve
* compare le prix des lots de fruits
* la réponse est cohérente avec le raisonnement mais cela
ne correspond pas & la question posée, peut-étre cette
réponse paraissait-elle évidente
Lupovic Non * solution a rapprocher de celle donnée par Cindy
® trés bref
* calcule 8 divisé par 4 et conclue 2F pour une orange
¢ ne montre aucune hésitation peut-étre pense-t-il réelle-
ment trouver des F ?
ALEXANDRE Oui ¢ calcule le prix d'un fruit de chaque espéce
* raisonnement clair
* calculs corrects, résultats donnés en écriture décimale
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Nom Réponse
coreecte

Analyse de la réponse

JEREMIE Réponse
partielle

|

| * compare séparément les oranges et les citrons en cal-
|culant le prix de 24 fruits puis compare les oranges et les
| poires en remarquant que pour le méme prix 4F on n‘a
| pas le méme nombre de fruits

* s‘exprime clairement
* le raisonnement ne permet pas de dire lequel des fruits
citron ou poire est le plus cher

ALICE Oui

* calcule correctement le prix d'un fruit de chaque espéce

* ne traduit pas son raisonnement mais décrit simplement
les opérations effectuées

KARINE Réponse

| obtenus pour 2 F

* sa justification oublie les poires, les a-t-elle prises en
compte dans son raisonnement ?
* elle compare le nombre d'oranges et le nombre de citrons

* donne le résultat des calculs effectués sans expliquer son
raisonnement

* aajouté 8 et 4, puis multiplié 3 et 2 et ensuite a ajouté
7et4

* part du principe que des nombres peuvent étre ajoutés
ou multipliés. Ce réflexe se retrouve souvent chez des éléves
qui ne savent pas faire le probléme qu’on leur propose

* cherche le nombre de fruits obtenus pour 4 F

* explique clairement son raisonnement

* ne conclut pas correctement. Comme 8 est plus grand
que 7 qui est plus grand que 6, elle ordonne les fruits dans
le méme ordre

partielle
SEBASTIEN Non
——
ELoDiE Non
Cecne Non

* calcule le prix d'une orange mais s'arréte 12 ‘
* travaille sur des entiers |
* a peut-étre cherché le prix d’un citron ou d'une poire |
mais a été arrétée par I'impossibilité d’exprimer les résul-
tats avec des entiers

CYRILLE Réponse
partielle

* trouve que les oranges sont les fruits les moins chers en
cherchant le nombre d’oranges pour 1F et en constatant
qu'avec 1F on a moins de 2 citrons et moins de 2 pones

* ce raisonnement est correct mais il ne donne qu'une
réponse pamelle

PeGGY QOui

* cherche en deux étapes le nombre de fruits de chaque
espéce pour 4F
B s’exprime clairement

Juuen Non I

* raisonnement incorrect : divise 8 par 4 et annonce que
1 orange cofite 2F
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Un tel commentaire s'intéresse a :

- ce que |'éleve a répondu : a-t-il trouvé la réponse attendue ?

- au raisonnement qui peut I’avoir conduit a produire sa réponse ;
- a l'aisance avec laquelle il s'exprime ;

— aux erreurs éventuelles qu'il a faites...

. DES DESSINS POUR RECHERCHER UNE REPONSE

L'exercice suivant est proposé au mois de mars dans un Cours Prépara-
toire?® :

Nicolas a une boite de
Dans la boite, ilyaGmngéadebonhons.
\ Dans chaque rangée, il y a 4 bonbons,
11 donne 8 bonbons a ses amis.
Combien lui reste-t-il de bonbons ?

Le maitre affiche I’énoncé au tableau et chaque éleve regoit une feuille
sur laquelle se trouve également I'énoncé. Le maitre organise la lecture
du texte et précise aux éléves qu’ils peuvent faire un dessin s'ils le sou-
haitent.

Sur 19 éleves, 14 fournissent la bonne réponse. Nous proposons d’exa-
miner les dessins produits. lls peuvent étre regroupés en plusieurs familles :

* F1 :La boite est dessinée et les bonbons sont organisés par rangées.
Les 8 bonbons sont barrés un a un, en respectant, ou non, les rangées.
4 hed ’

98. M.-C. Chevalier : « Situation d'apprentissage, actions et rétroactions : une expérience en
Cours Préparatoire », Grand N, n°® 51, 1992-1993.
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Deux rangées sont barrées I'une aprés |autre.

* F3 : La boite est dessinée et les bonbons sont organisés par rangées.
Deux rangées sont globalement isolées.
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gées de 4 bonbons.

= EBERRS

* F5 : Le contour de la boite n’est pas dessiné mais on retrouve 4 ran-
gées de 4 bonbons.

A travers ces dessins, on percoit des démarches différentes. Cet exemple
montre que, face a un probléme nouveau, les éléves ont différentes fagons
d’interpréter les données, de construire du sens. Ils peuvent alors enga-
ger des procédures de résolution variées. En ajoutant des questions inter-
médiaires, on ferme le probléme et donc on restreint les réponses pos-
sibles et on peut géner des enfants qui n"auraient pas engagé la stratégie
induite par les questions.
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ANALYSEK
DES DOCUMENTS
PEDAGOGIQUES

Les outils du maitre sont traditionnellement des extraits de
manuels ou des fiches pédagogiques. Nous allons étudier,
al'aide d'un exemple, comment conduire une analyse didac-
tique a partir de tels documents.

UN EXEMPLE D’ACTIVITE PROPOSEE
A DES ELEVES DE CE2

Cette activité s"intitule « le jeu de |’autobus »%9,

Dans un autobus, il y a n voyageurs. A un arrét il en monte a et en des-
cend b. Combien y a-t-il de voyageurs aprés le départ de I’autobus ?
(Les nombres n, a, b sont donnés par le maitre.)

Questionnaire pour une analyse

. Quel est le contenu mathématique sous-jacent ?

. Quelles procédures de résolution peut-on rencontrer ?

. A quelles difficultés peuvent étre confrontés les éleves ?

. Quels sont les objectifs visés ?

. Quelles sont les variables didactiques de la situation ?

. Quelles sont les compétences visées a travers une telle activité ? Situez
ces compétences par rapport au texte officiel « les cycles a I'école primaire ».

DN B WN -

Traitement du probléme dans un cas particulier

« Dans I"autobus il y a 36 passagers. A un arrét il en monte 4 et en des-
cend 5... »

Voici deux démarches différentes pour obtenir la réponse

36+4 4-5
40-5 ZlBO/-]
35 35

Réponse : il y a 35 passagers aprés le départ de |"autobus.

99. Fiches J.D.I, n® 7 et 8, mars et avril 1988. Cette activité est présentée par D. Butlen et
M. Pezard dans Documents pour la formation des professeurs d’école en didactique des mathé-
matiques, IREM de Paris VII, 1991.
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Anaiyse au prooieme

1. Le contenu mathématique correspond aux structures additives (trans-
formation d'états) et a la composition de transformations.

2. Deux procédures permettent de donner la réponse.

* La premiere consiste a rechercher I'état intermédiaire, et appliquer
la deuxieme transformation.

Ici, lorsque les 4 passagers sont montés, il y a 40 passagers :

36 +4=40

Une fois que 5 passagers sont descendus, on a 35 passagers :
40-5=35

* La deuxieme consiste a déterminer la composée des deux transfor-
mations, et de I"appliquer a |’état initial.

Dans le cas de I'exemple, il monte 4 passagers puis 5 descendent, c'est
comme s'il en était descendu 1 :

(+4)+(-5=-1

36 — 1 = 35 passagers

Il est évident que cette deuxieme stratégie est naturelle lorsque la com-
posée des deux transformations est positive, elle beaucoup plus difficile,
comme dans I'exemple numérique étudié, lorsque la composée des deux
transformations est négative.

3. Les difficultés peuvent se situer a différents niveaux :

~ mémorisation des données (initiales ou intermédiaires) ;
représentation de la situation (construction du sens) ;
choix d’une stratégie de résolution ;

connaissance des tables d’addition...

4. Les objectifs visés, a travers cet exercice, renvoient au travail sur les
structures additives et le calcul mental.

5. Les variables didactiques de la situation sont essentiellement les don-
nées numériques mais pour étre plus précis on peut distinguer :

* la taille des nombres ;

* le rapport des nombres entre eux, par exemple, pour :

— (36, 5, 4) les 2 procédures présentent des difficultés de calcul équi-
valentes ;

- (36, 4, 5) la premiere procédure est plus accessible que la seconde ;
- (36, 7, 6) la procédure 2 est moins colteuse en calcul ;

- (36, 4, 9) la procédure 1 est moins colteuse en calcul.

6. Les compétences visées sont celles mentionnées dans la rubrique

« calcul réfléchi » (page 55) du document sur Les cycles a I"école pri-
maire.
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Analyse du document pédagogique

Les éléments d'information contenus dans la fiche sont nombreux et inté-
ressants. lls correspondent aux résultats d’une recherche et completent
les réponses données ci-dessus. lls concernent :

e les résultats de la recherche : intérét du calcul mental. Il est dit « le
calcul mental est un espace motivant » ; cette affirmation peut paraitre
excessive ;

¢ les structures additives {en référence aux travaux de G. Vergnaud) ;
* les procédures de résolution, expertes ou attendues ;

* les objectifs de I'activité en particulier passer de la procédure E a la
procédure T (ce point n’apparait pas a la seule lecture de |'énoncé, par
contre il peut devenir évident aprés avoir réfléchi sur le choix des variables
didactiques de la situation par le maitre) ;

les difficultés des éléves ;

* les erreurs (liées aux difficultés) ;

¢ les variables didactiques de la situation ;

* une hiérarchisation des procédures des éléves ;

¢ le réle du maitre dans la gestion de la situation.

En ce qui concerne les variables numériques seule I'expérimentation per-
met de trouver les deux domaines signalés. Les variables liées au contexte
comme la présence de questions intermédiaires jouent sur la difficulté
de I'exercice. Par contre |'habillage ne semble pas déterminant. Parler
d’un autobus ou d’un train peut-il jouer sur les stratégies mises en ceuvre
(indépendamment de la taille des nombres) ?

A la lecture de ce qui est dit sur les erreurs, on peut rajouter dans les
variables didactiques I'ordre transformation positive/négative et le rap-
port des nombres entre eux qui ne sont pas signalés.

Autres questions pour compléter I'analyse du document

1. Dans le déroulement des séquences tel qu'il est proposé peut-on appré-
cier la part de I'activité de I'enfant ?

2. Donner un avis critique sur la démarche pédagogique proposée.
Imaginer des activités a proposer a la suite des séquences présentées.

* Lapartde |'activité de Iéleve dépend de la gestion de I'activité par le
maitre.

¢ Ladémarche pédagogique proposée prévoit : un temps de recherche,
I'explicitation des procédures, une analyse des erreurs... Une telle
démarche semble cohérente et adaptée aux objectifs...

¢ Imaginer des activités a proposer a la suite de cette séquence est tou-
jours possible. Elles peuvent étre de deux natures différentes :

- en modifiant le contexte afin de faire varier le domaine numérique ;
— en passant a d'autres activités de calcul réfléchi (mettant en jeu d’autres
opérations).
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CONCEVOIR
DES OUTILS

Au cours des stages de pratique accompagnée, les futurs
enseignants sont amenés a observer puis a préparer, avec
I’aide du tuteur, des séquences de mathématiques. Ils
devront, pour cela, disposer d’outils adaptés a chacune de
ces situations.

L’OBSERVATION D’UNE SEQUENCE

Comme nous I"avons vu dans la partie « Réflexion sur I’enseignement
des mathématiques », il est trés difficile d’observer une séquence de classe
pour la simple raison qu‘il se passe des tas de choses intéressantes a voir.

Une grille d'observation peut permettre de centrer son regard sur cer-
tains points que I'on souhaite étudier et ainsi de relever des informations
pertinentes. p

Il n’existe pas, a notre connaissance de grille idéale. Si les questions sont
trop fermées, des faits dignes d'étre notés peuvent échapper compléte-
ment a |'observation. Si au contraire les questions sont trop ouvertes,
on se retrouve avec une grille « fourre-tout » qui ne permettra pas d’or-
ganiser les informations recueillies. Il nous semble souhaitable que cha-
cun, en fonction de son projet de stage, élabore lui-méme sa propre grille
d’observation.

Les formateurs qui effectuent une visite auprés d’un stagiaire dans une
classe, visite qui donnera lieu a un compte rendu, utilisent parfois une
grille d’observation qu’elle soit imposée par Iinstitution a laquelle ils
appartiennent ou qu’elle soit choisie par eux. La grille joue a ce moment
Ia un rble de contrat entre le formateur et le stagiaire : « Voila ce que je
vais regarder, sur quoi portera la discussion lors de I'entretien... »

LA PREPARATION D’UNE SEQUENCE

Les reperes qui sont donnés ici servent aussi bien a la préparation d’une
séquence de classe ou d'une suite de séquences qu’a définir des axes
pour une observation.

Remarque : Cette grille est donnée a titre indicatif et ne prétend pas a
I"exhaustivité.
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¢ Nombre et durée des séances

* Place de la le¢on dans une rubrique des instructions officielles :
- résolution de problemes

— approche du nombre ou connaissance des nombres

- calcul

— stucturation de |'espace ou géométrie

~ mesure

* Savoir mathématique en jeu
I s’agit de la notion mathématique, par exemple « la multiplication » ou
I"activité mathématique, par exemple « résolution de probléme »

* Compétences recherchées
Par exemple « savoir multiplier par 10, 100 » ou savoir trier des infor-
mations ».

¢ Intérét de la lecon dans un processus d’enseignement
La lecon doit permettre soit :

— l'introduction d’une notion nouvelle

une familiarisation

le réinvestissement de notions anciennes

I’évaluation de connaissances

— des activités de remiédiation

* Matériel a prévoir

Documents utilisés au cours de la legon par exemple, texte d'énoncé de
probléme, polycopié, livre...

* Démarche pédagogique

Le déroulement prévu doit :

* Faire apparaitre la chronologie des différentes phases de I'activité et
pour chacune d’elle :

— l'organisation de la classe (travail individuel, par groupes homo-
génes...) ;

~ les consignes ;

- les interventions finalisées du maitre par rapport a la connaissance en
jeu (apport d’informations, contréle de la situation).

* Permettre de repérer éventuellement :

— la dévolution du probléme : moyens que |’enseignant se donne pour
que les éléves comprennent ce que I'on attend d'eux : par exemple, temps
de découverte du matériel, phase de jeu libre avant passation de la
consigne.

— l'activité de recherche des éléves : temps dont ils disposent, support
sur lequel ils gardent des traces de leur travail...

- la synthése : forme, moment...

- la validation des productions des éléves : forme, moment, agent.
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Qu'est-ce que les éleves ont appris, Comment le reperent-ils ?
Gardent-ils une trace sur un cahier ?...

¢ Bibliographie

Indiquer éventuellement les références des ouvrages ayant permis d'éla-
borer la legon.

Nous proposons en page 196 une grille d’observation ou de préparation
pouvant étre reproduite et utilisée pour un travail en classe.
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F Classe ou année de cycle : Uba UDV VI

”

»
—~ Nombre et durée des séances : !
| CORRIGES
- Place de la legon dans une rubrique des instuctions officielles : —— ET COMMENTES

Dans ce dernier chapitre, nous avons choisi de présenter
des sujets de didactique conformes aux textes du concours
de professeur des écoles. Nous les corrigeons et commen-
tons des extraits de copies d’étudiants a qui ces sujets ont
été proposés.

T

Savoir mathématique en jeu :

Compétences recherchées :

- LA MULTIPLICATION AU C.E.1

Voici un premier devoir. Il comporte deux documents pédagogiques et
une série de questions qui guident I’analyse de ces documents.

-

Intérét de la lecon dans un processus d’enseignement : ——

T

Matériel a prévoir :

T

Démarche pédagogique :

~ Connaissance éventuelle a institutionnaliser :

~ Bibliographie :
| *
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B Premier document :

»
Ecritures multiplicatives au C.E.11%°

Lo classe est divisée en équipes; 6, 7 ou 8 éléves. Chc;que équipe se scinde
en deux groupes : un groupe émetteur et un groupe récepteur,

une grille rectangulaire de dimensions aetb (o> éetb > 11)

Le groupe récepteur de la méme équipe recoit un lot de grilles parmi lesquelles
se trouve la grille du groupe émetteur. Les autres grilles ont soit des dimensions
proches de celle du groupe émetteur soit des dimensions différentes mais ayant
le méme nombre de cases.

Groupe émetteur

décrire la grille

message numérique

»  Groupe récepteur

reconnaitre une grille
parmi plusieurs

Par exemple le groupe émetteur regoit une grille de dimensions 7 et 12.
Le groupe récepteur recoit 9 grilles de dimensions 7 x 12 ; 6 x 12;7 x 13 ;
8x12,7x11;6x14;4x21;2x42et3x28.

1™ phase : travail en équipes

Consigne : Le groupe émetteur doit envoyer un message essentiellement numé-
rique au groupe récepteur lui permettant de retrouver le plus rapidement possible
la grille correspondante dans son lot. Ce message doit étre le plus court possible.
Le groupe récepteur peut demander des explications supplémentaires. Lorsqu'il
a reconnu la grille, il la propose au groupe émetteur pour vérification.

2¢ phase : comparaison des messages échangés dans les différentes équipes
Chaque équipe décrit les messoges échangés et les difficultés rencontrées.

3¢ phase : introduction officielle de I'écriture multiplicative

Le maitre officialise les écritures 7 x 12 et 12 x 7 comme étant perfinentes pour
décrire la grille de dimensions 7 et 12.

Le dénombrement des cases de la grille permet de reconnaitre le statut de nombre
| &lécriture 7 x 12 0u 12x 7.

12 x 7 est une écriture économique par rapport & :
12+12+124124+12+12+ 1200

74747474747 +7+7+7+7+7+7

100. D’aprés D. Butlen et M. Pezard : « Analyse de préparation sur les écritures multiplica-
tives au CE1 ». Documents pour la formation des professeurs d'école en didactique des mathé-

matiques, IREM de Paris VII, 1991.
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Chaque groupe émetteur regoit une feville polycopiée sur laquelle est dessinée |
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B Deuxiéme document :

Math, Livre Outil CE1, collection Magnard école , page 52.

o

ADDITION ET MULTIPLICATION :

Activités préparatoires

n, Indique le bre d'
< e!mmuwveumm

1.1 ) En effectusnt une multiplics-
tion.

; 2" rangée
@ (@j‘/jﬂ{) 4 assiettes

Addition : . + . = .

. Indique le nombre total de
verres de cette collection.

. a) En effectuant une addition,
l; glmEn effectuant une multiplica-

f‘q T PFP . verres.

o Nombre d'assiettes dans une
a) En effectuant une addition. rangée i o L
e Nombrederangées

CLD s e yzomee o st pus

???? —~.veres. 8, +,+.=.,
7229

—~.verres. b) , x, =

Nombre d'assiettes  Nombre de
dans une rangée rangées
(. x.)

Bx J=..

PO I Y N NI L F SENT B LI RN TR T S MRS Ty

1

Exercices )
- Compléte pour indiquer le 4
nombre de carreaux. '
»

-

10+10+10+10+10 y

5+65+5+5= .. +10+10=~ .,

Al

(10x .)x ..
W
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B Questions
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B Eléments pour une correction

Nous proposons des éléments de réponse mais ils ne constituent pas une
norme. D'autres réponses, dans la mesure o elles sont cohérentes et
adaptées aux questions posées peuvent étre données.

PREMIERE PARTIE : repérage et analyse des contenus scientifiques sous-
jacents

1. La multiplication est dans N : une loi de composition interne, com-
mutative, associative, qui posséde 1 comme élément neutre. Elle est dis-
tributive par rapport a Iaddition. On pourra rappeler ces propriétés dans
le langage mathématique :

Loi de composition interne : la multiplication est une application de
IN x N vers N.

Commutativité : Vae N,Vbhe N:ab=ba

Associativité :Wae N,Vhe N, Vce N:(ab).c=a.(b.c)
1 estélément neutre : Vae N:axl=1xa=a

Distributivité par rapport a I'addition : Y ae N, Vbe N, Vce N :
a.(b+c)=(ab)+(a.c)et(b+cl.a=(b.a)+(ca)

2. Possibilités offertes par la premiére approche :

— ici, le produit de deux nombres quelconques a et b, non nuls, est un
signe qui définit le nombre d'objets d'une collection structurée en lignes
et en colonnes ;

- en modifiant I'orientation de la grille, cette désignation change mais
le nombre qu’elle désigne reste le méme. La commutativité est alors évi-
dente ;

- l'associativité n'est pas visible en restant en dimension deux :

~ la distributivité est facilement mise en évidence : Le nombre d'élé-
ments d’une collection de a sur b + ¢ est la somme des cardinaux des
collectionsde asurbetasurc;

— enfin, une collection de une ligne sera codée a x 1 ou a.

Possibilités offertes par la deuxiéme approche :axb=a+a+...+a
(b termes)

~ cette définition fonctionne avec a quelconque mais pour b au moins
égala2;

- a+a+..+al(btermes) n'est pas identique ab + b + ... + b (a termes).
~ l'associativité n'apparait pas ;

~ la distributivité peut étre mise en évidence mais il faudra penser a
a.(b+c)etaussia(b+c).a:(b+c)termes égaux a a, c’est b termes
égaux a a puis ¢ termes égaux a a ; a termes égaux a (b + ), Cest a termes
égaux a b puis a termes égaux a c ;

- Ixa=1+1+.1(atermes)=a;ax1 ne peut étre défini directement.
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DEUXIEME PARTIE : étude du document 1 (Concernant le déroulement dans
la classe, le doeument 1 est plus détaillé. Il n’est donc pas étonnant que
la majorité des questions soit relative a ce texte.)

1. Sil'émetteur et le récepteur sont concurrents, I"émetteur pourra cher-
cher a augmenter la difficulté du récepteur en écrivant par exemple un
message incompréhensible, ou bien le récepteur interprétera de fagon
incorrecte le message requ.

Pour que la communication soit la plus intelligible possible, les locuteurs
doivent avoir le méme enjeu de gain et donc faire partie de la méme équipe.

2. L'écriture d’un nombre est une désignation de ce nombre. Le savoir
en jeu est donc ici identifiable par la production d’un code, c’est une
connaissance qui prend du sens dans une situation de communication
qui permet une phase de formulation écrite.

3. Le groupe récepteur regoit des grilles de dimensions voisines afin
qu’une procédure de reconnaissance globale, approximative (presque
carrée...) soit inefficace.

Les grilles ayant méme nombre d’éléments sont proposées afin d’élimi-
ner les procédures de dénombrement (84 ou 10 + 10 + 10 + 10 + 10
+ 10 + 10 + 10 + 4) qui permettent d’éviter la connaissance nouvelle.
Les dimensions des grilles sont un élément de la situation, elles sont choi-
sies par |’enseignant et, comme nous venons de le montrer elles affec-
tent la hiérarchie des solutions en rendant inefficaces certaines procé-
dures (reconnaissance de la forme, dénombrement...) ou en augmentant
le colt de certaines stratégies.
Parexempleici7 +7 +7+7+7+7+7+7+7 +7 + 7+ 7 n'est pas
trés colteux ; si on voulait que les éléves abandonnent une telle procé-
dure qui est sécurisante pour eux, il faudrait augmenter les dimensions
de fagon brutale (saut informationnel) ou modifier une des contraintes
de la situation :

- écrire le message sur une feuille de trés petites dimensions ;

- dicter le message a un intermédiaire...

On a la encore d’autres variables didactiques de la situation que le maitre
peut commander.

4. Tous les messages décrivent la grille 7 x 12 mais ils ne sont pas tous
caractéristiques de cette grille :

- trois donnent le nombre de carreaux de la grille : 84 ; 10 + 10 + 10
+10+10+10+10+10+4;28+ 16+ 12+ 8+ 20.0n avuqu'ils
ne permettent pas une reconnaissance certaine de la grille par le groupe
récepteur ;

- le message « grille presque carrée » n’est pas pertinent étant données
les grilles en possession du groupe récepteur ;

— lesmessages 7 +7 +7 +7 +7 47 +7+74+7+7+7+7et12+12
+ 12+ 12+ 12 + 12 + 12 sont caractéristiques de la grille 7 x 12, ils
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permettent d’identifier cette grille mais ils devraient étre jugés lors de la
deuxieme phase collective, « moins rapides » que d’'autres ;

— les autres messages 7 lignes et 12 colonnes ; 12 en longueur et 7 en
largeur ; 7 - 12 ; ainsi que le dessin du rectangle 7 sur 12 sont caracté-
ristiques de la grille, ils permettent sa reconnaissance et font apparaitre
ses dimensions. Leur comparaison portera sur la signification de I'ex-
pression « message essentiellement numérique ». La nécessité d'une
convention, d’un code commun pourra étre abordée. De tels messages
non seulement sont opportuns par rapport a la consigne donnée, mais
ils permettent a la situation de se dérouler telle qu’elle a été congue.

5. Une part de la validation de |‘activité est interne a la situation : le
message élaboré permet ou ne permet pas I'identification de la grille par
superposition (rétroaction). Ce premier temps de validation permet de
distinguer les messages caractéristiques de ceux qui ne le sont pas.

Il faut noter que |’on ne peut pas exclure le cas ou, avec un message non
caractéristique, la grille est reconnue, L'enseignant ne peut pas interve-
nir a2 ce moment la sans dévoiler ses intentions. L'équipe aura |'impres-
sion d’avoir réussi et ce n’est qu’avec la confrontation avec les autres
équipes et les échanges a propos des difficultés rencontrées que le pro-
bleme pourra étre soulevé.

Un deuxiéme temps de validation est prévu dans la deuxieme phase. Ce
n’est qu’avec la confrontation des différents messages que certains pour-
ront étre rejetés, par le groupe classe, comme n’étant pas tout a fait
conformes a la consigne. L'enseignant peut ici ne pas avoir a intervenir.
C’est au groupe classe de juger de la pertinence des messages, d’ac-
cepter ou de rejeter un message donné.

La validation de I'activité se fait, pour une large part, en situation a-didac-
tique.

6. La troisitme phase va permettre de rendre officiel le savoir en jeu, de
le reconnaitre socialement. C'est la phase d'institutionnalisation. Le maitre
est le garant du savoir, il apporte les informations nécessaires a la décon-
textualisation et la dépersonnalisation de la connaissance. Ce temps est
essentiel. Il fixe a I'éléve ce qu'il devra apprendre, utiliser dans d’autres
activités de familiarisation ou de réinvestissement. Il établit un savoir
de référence commun a la classe, a l'institution.

Dans le cas présent, le maitre institutionnalise un code (a x b) qui n’est
que la reprise des codes apercus dans les messages des groupes.

Selon les pratiques, tel enseignant attendra, lors d’une autre séance, que
tous les groupes aient pris conscience de I"opportunité de coder I'infor-
mation nécessaire par un couple de nombres. C'est d"ailleurs préférable.
Il ne s’agit donc pas, ici, d'institutionnaliser « la multiplication » en tant
qu’opération, mais le signe « x » comme moyen de coder un nombre a
partir de deux nombres.
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TROISIEME PARTIE : repérage des démarches pédagogiques (1l s'agit ici de
comprendre que |"auteur du sujet demande une synthése.)

¢ Dans la situation 1, les éléves ont un probléme de désignation des
nombres a résoudre, les connaissances anciennes leur permettent d’en-
trer dans le probleme mais ne réalisent pas les conditions optimales.
Par contre, dans le document 2, les éléves n'ont aucun probléme a
résoudre. S'il s"agissait de compter les 8 assiettes, le dénombrement serait
la procédure de loin la plus efficace. On n‘a absolument besoin ni de
I"addition, ni de la multiplication ici. L’activité préparatoire est en fait
une présentation ostensible du savoir. C’est le maitre, par I'intermédiaire
du manuel, qui montre la connaissance.

* La situation 1 est d'inspiration constructiviste. L'activité de résolu-
tion de probleme est utilisée ici pour faire construire 3 I'éléve des connais-
sances nouvelles. Ces connaissances vont prendre du sens parce qu’elles
interviennent comme outils de résolution de probleme.

L'activité préparatoire du document 2 est d’inspiration totalement oppo-
sée. On reconnait une démarche pédagogique fondée sur la transmis-
sion des connaissances, Le maitre explique, du mieux qu'il peut, a I'éleve,
la connaissance qu'il aura a utiliser. Les nombres en jeu sont trés petits,
ceci pour éviter toute difficulté aux éleves qui ne peuvent que réussir,
C’est une pédagogie qui veut ignorer I'erreur. Le probleme de la construc-
tion du sens n'est pas posé.

® Etude de copies d’étudiants

Voici deux extraits de copies concernant la question 1 de la deuxieme
partie :
Extrait numéro 1
la siluation de commupi cobion olfiag o tafonds & dabone.
um moodt . (L me A gk pao o um A doit « piégen
mtin o wmeade qui cleit imfombe - Lto”Zmn chtruno _q:mlf
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Extrait numéro 2

Commentaire

La premiére copie répond a la question en situant brigvement le role
d’une situation de communication et en revenant trés vite sur le sujet
précis : il s’agit d'élaborer une écriture (de type a x b dans le savoir savant),
donc de mettre au point une situation de communication propice a cette
élaboration.

La deuxiéme copie montre un cours de didactique mal assimilé (les
modeles implicites daction y sont particulierement maltraités). L'étudiant
parle de situation de communication mais oublie d'évoquer le savoir en
jeu : écritures multiplicatives.

Ajoutons a cela qu’une situation de communication n’a pas pour voca-
tion de vouloir recouvrir a tout prix des trois dialectiques mentionnées
par cet étudiant.

Pour résumer, nous dirons que les termes de la didactique sont utiles pour
éclairer une analyse et pointer des phénomenes. Il ne doivent pas figu-
rer dans une copie pour « |'effet » !

UNE ACTIVITE DE RESOLUTION
DE PROBLEMES AU CE2

Voici un sujet proposant la comparaison de deux activités de résolution
de probléme.
B Le sujet

Deux activités sont conduites dans deux classes (A et B) de Cours Elé-
mentaire deuxiéme année de niveau comparable a3 un méme moment
de I'année. Les deux classes sont représentatives des classes de C.E.2.

205



* Dans la classe A, I'enseignant demande de remplir la fiche ci-dessous :

Le 25 juin, des enfants ont acheté 3 paquets de 56 bonbons pour la féte
de I’école.

sY;esadisu'lhlé 12 bonbons, Sophie en a donné 27 et Aurélie en a donné
Mets une croix dans la case qui convient :

1. Combien les enfants ont-ils [[] Ce n'est pas la bonne opération

acheté de bonbons ? [[] Cest la bonne opération mais
56+3=59 ~ily aune erreur de calcul
F i [] Cest juste
2. Combien de bonbons ont-ils [[] Ce n’est pas la bonne opération
distribués ? [] C'est la bonne opération mais
27+50+ 12 il y a une erreur de calcul
[ Clest juste

3. Combien reste-t-il de bonbons ? [] Ce n'est pas la bonne opération:
168 - 89 = 105 [[] C’est 1a bonne opération mais
il y a une erreur de calcul

[] Cest juste

* Dans la classe B, I'enseignant demande de résoudre ce probleme :

Le 25 juin, des enfants ont acheté 3 paquets de 56 bonbons la
féte de 1'école. g
:ovesadisu'ibué 12 bonbons, Sophie en a donné 27 et Aurélie en a donné
Combien reste-t-il de bonbons ?

B Questions

1. Exphcnezhtﬂcbedcl'élevedmschmnemdmmﬂm;
2. Dmshclamalupmacﬁmdaaévesudnmené‘d&gfo-

R1: R2:
56-12 = 44 3n S8 e
22343 X = 16%
‘;':f-%% = 50 168-42 = 456
S6-33=23 15¢-2% = 129

23 + Sé%m

129-50= #

206

L A T - .
- N W e W

-

‘ —y -
AR -

-

B e e et Rt |

Rty
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R5: R6 :

a’f +$0+42.-83
468 -89 = %9

Interprétez les stratégies développées. Quelles sont celles que vous consi-
dérez justes, celles que vous considérez fausses ?

3. Pour quels types d’éléves de la classe B (groupés en R1, R2...), les
questions de la fiche (donnée dans la classe A) retracent les étapes de
leur raisonnement ? Qu'en déduisez vous concernant I'activité propo-
sée dans la classe A ?

4. Si vous souhaitiez effectuer ces deux activités dans une méme classe,
dans quel ordre le feriez vous ? Argumentez.

5. La fiche proposée dans la classe A est déclarée « fiche d'évaluation ».
D’aprés vous qu’est-ce que cette fiche évalue ?

B Eléments pour une correction

1. Lafiche proposée dans la classe A demande a I'éléve de controler si
trois questions ont recu des réponses exactes (nous reviendrons sur I'iden-
tification précise de cette tache).

Dans la classe B, la tache de I'éléve est de résoudre un probleme.

2. La stratégie R1 se comprend lorsqu’on imagine, qu’avec le premier
paquet, Yves et Sophie donnent leurs bonbons. Suit alors une addition
a trou afin de savoir combien de bonbons il manque a Aurélie pour pou-
voir en donner 50. il faut donc ouvrir un second paquet. |l reste
56 - 33 = 23 bonbons. Le troisiéme paquet reste intact. Cette procé-
dure a le mérite de n’avoir a ouvrir que deux paquets !

La procédure R2 suit chronologiquement les trois distributions. C'est une
autre procédure efficace de résolution.

La stratégie R3 ne fait pas, du moins explicitement, le bilan des bonbons
restants. la distribution est congue enfant par enfant, paquet par paquet.
Il reste bien alors 44, 29 et 6 bonbons.

Dans la réponse R4 |'éléve semble n’avoir considéré qu’un seul paquet.
La réponse ne correspond pas a la réponse attendue, elle peut étre consi-
dérée comme fausse,

La stratégie R5 correspond a la méthode de résolution décrite dans la
fiche.

R6 : une absence de réponse ne peut étre interprétée.
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3. Les stratégies R1, R2, R3, R5 sont adaptées au probléme 2 résoudre
en ce sens quéelles permettent d'obtenir la réponse attendue. Seule la
stratégie R5 peut se décomposer en la série de questions réponses de la
fiche proposée dans la classe A.

La classe est représentative des classes de C.E.2. a cette époque de I'an-
née. La réalisation de la tache liée a la fiche suppose que :

~ les éleves ayant les conceptions liées a R1, R2, R3 s'adaptent, entrent
dans une autre représentation du probléme (la stratégie R2 est proche de
R5 et donc de la fiche) ;

~ Les éléves pour lesquels le probléeme n’évoque pas une bonne straté-
gie (R4 et R6) devront analyser des réponses a des questions qu'ils n’as-
socieront pas forcément au probléme,

4. La réalisation préalable du probléme parait une démarche raison-
nable :

- avantages : |'éléve construit une représentation de la situation, la
méthode proposée par la fiche permet une organisation des calculs :

— inconvénients : un éléve qui a répondu avec une procédure éloignée
de celle décrite dans la fiche peut ne pas reconnaitre le probleme.
Proposer d'abord la fiche serait ignorer qu’un certain nombre d’éléves
congoivent autrement la résolution du probléme (L'étude des stratégies
en classe B en apporte la preuve). Cette conception interférera avec le
travail d'analyse demandé.

5. Une premiére réponse serait que la fiche évalue la possibilité de com-
prendre la stratégie d’un autre relativement au probléme et de controler
I'usage des opérations. Mais on peut s'interroger : un éléve qui a su ana-
lyser les trois réponses aux trois questions a-t-il compris I'ensemble du
probléme ? En fait, ce qui est a la charge de I'éléve est le contrdle local
de I'usage des opérations relativement aux trois questions. Une étude
détaillée montrerait que I'on peut répondre 2 ces trois questions, et donc
analyser les trois réponses, sans avoir une compréhension globale du
probléme.

Un probléeme guidé par des questions intermédiaires et un probléme
ouvert ne remplissent pas les mémes fonctions par rapport aux appren-
tissages.

Par ailleurs, la lecture de la fiche, comme celle de I'énoncé, renvoie a
d'autres compétences : la lecture du tableau demande une mise en cor-
respondance gauche droite mais exclut ici une recherche de cohérence
entre les réponses aux trois questions (verticale) ; les verbes « donner »
et « distribuer » sont ici synonymes et employés pour éviter une répéti-
tion en frangais. Ce point est-il accessible a des éléves de C.E.2 ? La
deuxieéme question de la fiche reprend le verbe « distribuer ». Que pen-
ser d'un éléve qui proposerait 12 comme réponse ?
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Conclusion :

L'épreuve de mathématiques du concours de recrutement de professeurs
des écoles a ceci de particulier : elle demande au candidat d’étre tantot
un étudiant qui produit une copie de mathématiques (dans cette partie,
il doit résoudre des exercices en sachant situer les niveaux de démons-
tration attendus), tantét un futur enseignant qui sait analyser des pro-
ductions d'éleves, qui commence a étudier des situations d’enseigne-
ment. C'est |a qu’une formation en didactique des mathématiques permet
de mieux situer les questions posées, de les placer dans un cadre théo-
rique et d'y répondre en s'aidant d’outils appropriés.
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CORRIGES DES EXERCICES

Exercice de la page 20

Solution arithmétique. Il y a plusieurs approches possibles, en voici une :

En proportions égales de café A et de café B, le prix de 2 kg est 3,80 + 4,30 soit
8.10°F, s0it 4,05 le kg. Il faut mettre un peu plus de café A que de café B. Partant
de 500 grammes de café A et de 500 grammes de café B, si I'on ajoute | gramme
de café A et que I'on enléve | gramme de café B, le prix est baissé de
0,0043 F - 0,0038 F = 0,0005 F. Pour que le prix baisse de 0,05 F, il faut répéter
I"opération 100 fois, et donc ajouter 100 grammes de café A et retirer 100 grammes
de café B : ce qui donne 600 grammes de café A ¢t 400 grammes de café B.
Solution algébrique. Soit x la quantité de café A et y la quantité de café B pour
avoir un kg de mélange a 4 F, il faut :

x+y=1
{3,80x+4,3()y=4
Le systéme & résoudre est celui de deux équations i deux inconnues :
(1) 4=380x+430y
(2) x+y=1
(2) équivauta :x=1-y
En reportant dans (1) : 4 = 3,80 (1 - y) + 430 y. D'ol 0,20 = 0,5 y ce qui donne
y=04etx=006.
Il faut done 600 grammes de café A et 400 grammes de café B.

Exercice de la page 20 m————

Deux fagons de traiter la mise en équation :

la premiére consiste a prendre pour x I'ige du capitaine. L' fige de Frédéric est 2x.
DansSans:(x+5)+(2x+5)=70

La deuxiéme consiste a prendre pour x I'ige du capitaine et y I'dge de Frédéric
et & résoudre alors le systéme suivant :

y=2x
(y+5)+(x+35)=70

Exercice de la page 40 on————————————

Certaines questions se retrouvent en plusieurs points sur l¢ schéma : la question
6 renvoie & I'inter-relation maitre/éleve : les questions posées entrent dans un
dialogue instauré entre le maitre et les éléves. Elle renvoie également a I'inter-
relation €léve/situation car elles assurent la compréhension de la consigne par
les éleves.

La question 9 intervient au niveau des deux inter-relations éléve/savoir (1'enjeu
de savoir existe méme s'il n'est pas peru par les éleves) et éleve/situation (trou-
ver les nombres est un enjeu réel mais propre a la situation).
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La question 12, si I'on s'intéresse & la conception des décimaux par Elise, est
propre a I'inter-relation éleve/savoir. Par contre si cette question renvoie 4 I’his-
toire de§ nombres décimaux et aux obstacles épistémologiques qui leur sont liés
est une interrogation sur le savoir mathématique.

Dans d’autres circonstances, certaines questions se situeraient en des points dif-
férents du schéma : la question 8, dans une situation différente od il existerait
des rétroactions, interviendrait au niveau de 'inter-relation éléve/savoir.

Exercice de la page 55 m—————

* Le premier algorithme (algorithme dit & la grecque ou « per gélosia »'') se com-
prend mieux a |'aide de la présentation ci-dessous :

1000 200 50 8
100 000 20 000 ) 8 100
1 30 000 6000 1500 240 30
6 b 5000 1000 250 40ﬁ 5
9 8 3 0

Les calculs en jeux sont :

(1000 + 200 + 50 + 8).(100 + 30 + 8) = 1 000 x 100 + 200 x 100 + 8 x 100

+ 1 000 x 30 + 200 x 30, etc.

Cette possibilité d’écrire le résultat se fonde

— sur I'écriture des nombres en base dix ;

~ sur la propriété de distributivité de la multiplication sur |"addition.

En tant qu’algorithme, celui-ci permet & I'éléve :

- de r_éaliser une tiche élémentaire (calcul d’un produit lié & une case) et de
pouvoir interrompre son travail, puis de continuer ;

101. Du nom des grilles que I'on trouve devant les fenitres en Andalousie, principal
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- de visualiser eftectivement les erreurs COMmMISES ( Proauits partels non memo-
risés) ;

~ de prévoir I'ordre de grandeur du résultat.

1l nécessite la connaissance des tables et demande de prévoir le dessin.

Remarque : ce calcul du produit de deux nombres fut & 1'origine de la mise en
euvre d'un procédé automatique de calcul des produits appelé « Bétons de Neper »,
En 1617, dans son traité « Rabdologia », Neper propose un systéme ingénieux,
outil révé pour réduire la multiplication a une série d’additions et la mettre ainsi
i la portée de centaines de milliers d’utilisateurs.

Les batonnets de Neper sont des sortes de tables de multiplication montées sur
des réglettes. Chaque bétonnet a (1, 2, 5, 8) présente en colonne les produits de a
par1,2,3,4,5,6,7, 8,9, selon la disposition « per gelosia ».

Par exemple, si 1'on reprend le calcul du produit, il suffit de placer céte a cote
les batonnets 1, 2, 5, et 8. La multiplication par 135 procéde alors comme suit :
Relever tous les termes sur la deuxiéme rangée, on obtient 1-2-5-8, effectuer la
somme : 1 000 + 200 +50 + 8 = 1 258. De la méme fagon, sur la quatriéme ran-
gée, on reléve 3-6-15-24, on calcule : 3 000 + 600 + 150 + 24 =3 774, Sur la
sixitme rangée, on reléve 5-10-25-40, on calcule :

5000 + 1 000 + 250 + 40 = 6 290.

11 suffit maintenant d’effectuer I'addition des trois produits partiels en tenant
compte de la position des produits ou en recopiant par lecture afin d’obtenir la
disposition identique a ce que I'exercice propose.

Les bétonnets de Neper connurent un trés grand succes. Ils étaient fabriqués, selon
les moyens des utilisateurs, en ivoire, en os (« Napier bones » chez les anglais)
ou en bois. Cette invention rendait inutile la table de multiplication.

* Le deuxiéme algorithme dit « & la russe » se fonde sur la propriété suivante :

Dans N, sibestpairalotsab=2a.%;sibutimpairab:a(b- 1) + a. Dans ce

®&-b,
2

cas, b — 1 est pair alors ab = 2a. a.
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1258 x 135 =1 258 x 134 + 1 258 (ce 1 258 est consigné A droite). On ne
s"occupe alors Plus que de 1 258 x 134 =2 516 x 67 et ainsi de suite.

Du point de vue du mécanisme, il suffit de dire : quand le deuxiéme est impair
on place le premier a droite. Quand le deuxiéme est pair on ne met rien. Et ainsi
de suite. Le résultat s"obtient en faisant I'addition en colonne & droite,

Ce procédé ne nécessite pas la connaissance des tables (sauf la multiplication
par deux et la division par deux). Par contre, le procédé est plus long & mettre en
ceuvre.,

Exercice de la page 56 msss———————

On appelle fonction linéaire de R dans R toute fonction qui & un nombre x fait
correspondre ax (a étant un nombre supposé connu).

f:x—ax
Prenons un probléme de proportion de 1'école élémentaire :
Un kilo de tomates coiite 4 francs. Combien cofitent 6 kilos ?
La réponse est évidente : 6 x 4 = 24 le prix est 24 francs.
la fonction qui au poids fait correspondre le prix est f (x) = 4x.,
La fonction linéaire est le modéle mathématique de la proportionnalité. Nous allons
voir que des propriétés de la fonction linéaire permettent de résoudre simplement
des problémes de proportionnalité :
13 kg de tomates colitent 42,25 francs. 24 kg de ces mémes tomates coiitent 81,25
francs : combien colitent 11 kg de ces tomates, 61 kg de ces tomates ?
L’habitude est de calculer le prix d'un kilo, ici, ce n’est pas nécessaire :
La fonction linéaire f (x) = ax (a le prix du kilo n'est pas connu), posséde comme
propriété caractéristique (que vous pourrez démontrer) :
VX, Yy :f(x+y)=1(x)+f(y) et Vk Vx : kf (x) = f (kx)
Donc f(11)=f(24-13)=1(24)-f(13)=81,25-4225=39
f(61)=f(2x24+13)=2f(24) +{(13) = 162,5 + 42,25 = 204,75 francs

Exercice de la page 57 s ——————

Ces deux procédés ne se font pas sur le méme savoir : le premier procédé utilise
le résultat suivant : soit (a_a_, a_, a, a,), I'écriture d’un nombre en base dix
(a,a,,a,,a a)cestaussi(a,a, a ,a, , 10+a_, a). L'éleve essaie de sous-
traire 9 4 5, n’y parvenant pas il prévoit de soustraire 9 4 15 (1 7 5 est alors
16 15). 1l « prend » ainsi une dizaine (le 7 de Ia colonne du milieu devient alors
6) et marque 6 au lieu de 7. 1l effectue « 9 6té de 15 » et écrit 6.

Dans la deuxiéme colonne, il y a maintenant 6 en haut. L'él¢ve ne peut sous-
traire 8 & 6. Il « prend » donc une centaine (le 1 de la colonne de gauche est rayé
et le 6 du milieu devient 16) (16 est alors 016). 1l déduit 8 de 16 et obtient 8.

Le deuxiéme procédé est I'application du théoréme suivant :
YavbVn:a-b=(a+ 10"~ (b+ 107

Le 1 en italique est ajouté au nombre du haut et au nombre du bas. Il représente
une dizaine.
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Le 1 en gras est ajouté en haut et en bas : 1l represente une centaine.
Méme si ce théoréme n’est pas formulé de la fagon ci-dessus, il n"empéche qu'il
doit &re compris pour que ce procédé de soustraction puisse faire sens.

Exercice de la page 60 m————

La fonction In est une fonction strictement croissante sur J0,+e<[.

La fonction f : £ (x) = 100 sin x est bornée supérieurement (sinx < 1 donc 100 sinx
< 100) donc dés que In (x) est supérieur & 100, ces deux courbes ne se coupent
plus. De plus, I'allure de la fonction f (f (x) = 100sinx) est connue (sinusoide).
L’ensemble des points d'intersection est fini. L'équation admet un nombre entier
de solutions.

Exercice de la page 67 m———

Les deux préparations concernent une méme legon : recherche du quotient et du
reste dans la division euclidienne d'un nombre par 4 pour résoudre un probléme
de distribution.

Premiére démarche Deuxieéme démarche

« L'enseignant dicte aux éleves ce | * L'enseignant s’assure de }a compré-
qu'ils doivent voir, constater. C'estlui | hension de la oonsigne.. puis pose des
qui demande d’effectuer la division par | questions aux éléves qui dema.m.iemnl.
4, de repérer le quotient et le reste. pour étre résolues, de mobiliser le
savoir en jeu. Ce savoir n’est & aucun
moment mentionné.

'« L'éleve agit sous le contrdle du | + L'éléve a la responsabilité des
maitre. connaissances qu'il mobilise.

* Les nombres choisis provoquent une
rupture dans les stratégies utilisables
par les éleves :

~ remplir le tableau et lire les réponses,
~ anticiper les réponses.

Exercice de la page 72 m——————

Question |

Différentes solutions pour répondre a la premiére question :

Les différents triangles sont rectangles. Le quadrilatére EOTU est un carré.

aire (QEU) =5x8/2=20

aire (UTA) =13 x82=52

aire (EOTU)=8x8=64

total : 136 aire (QOA) =13 x21/2=136,5

Si les points QUA étaient alignés, le découpage constituerait une partition du tri-
angle QOA et on devrait retrouver au total 136,5 et non 136.

Autre solution : I'idée est de montrer que U ne se trouve pas sur le segment [QA].
Pour cela, on calcule QU, UA, et QA.
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I"hypoténuse est égal a la somme des carrés des deux autres cotés) on a :
QU?=52+82=254+64=89

UA?=82+132=64 + 169 =233

QA2=1324212=169 +441 =610

Comparons QU + UA et QA ou leurs carrés

QU +UA=QA

<> (QU + UA) = QA?

<= QU?+ UA? +2QU. UA = QA2

<> 89423342 89V233 =610

<> 89x233= 1447
<~ 20737=20736

Cette égalité étant fausse, QU + UA n’est pas égal 2 QA et par suite les points
QUA ne sont pas alignés,

Autre solution :

Si les points sont alignés, alors le théoréme de Thalés permet d”affirmer que :
QE Q_U EU QE 5 EU_38

______ — : donc I'égalité est

00 QA OA' QO ok 13 galité est fausse, donc les trois
points ne sont pas alignés.

Question 2

Ce probleme provogue probablement une rupture de contrat parce que les éleves
sont habitués & montrer que trois points sont alignés. Le fait méme de s'intéres-
ser & trois points non alignés peut paraitre comme incongru.

Les éleves vont spontanément faire la conjecture de I'alignement, ce qui va sans
doute constituer un obstacle a la résolution du probléme, mais 2 la longue, ce type
de ruptures met le sujet dans une véritable attitude de recherche.

Exercice de la page 72 mess————

La démarche qui se fonde sur les aires est juste.

Le fait que les résultats ne soient pas éloignés a conduit le candidat 2 admettre
I"alignement. Le fait de n’avoir pas su choisir entre des exigences de nature phy-
sique (une mesure, une « tolérance ») et des exigences de nature mathématique
conduit i cette conclusion non recevable.

Exercice de la page 73 msses———

Si I'enfant avait €crit « s » aprés la premiére phrase de Topaze, on peut penser
qu’il aurait compris la régle du pluriel. S'il avait écrit le « s » aprés la deuxidéme
phrase, cela aurait simplement signifié une écoute attentive. Ecrit aprés la troi-
siéme phrase le « s » serait le résultat, aprés rappel & I'ordre, d’une prise de
conscience d'une erreur suivie d'une écoute attentive. Dans la derniére phrase,
Topaze signale phonétiquement le pluriel du verbe et finit par énoncer la régle
en la renfor¢ant phonétiquement.
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Exercice de 1a Page T
Le dictionnaire de francais Larousse Référence Electronique donne ces définitions :

[ chiffre

. Chacun des caractéres qui représentent les nombres.

. Montant, valeur d’une chose : chiffre d'affaires.

Code secret. ‘
. Combinaison d'une serrure, d"un coffre-fort,

. Initiales d’un nom enlacées.

. Coté droit, main droite.

. Partie d'une assemblée délibérante formée d'éléments conserva-
teurs,

. (mathématiques) Ligne droite.

. (locution) A droite, & main droite, du c6té droit. "

. Extréme droite, ensemble des mouvements contre-révolutionnaires, |
qui récusent le libéralisme et le marxisme. ‘

Visage.

Air, contenance : faire bonne figure.

Forme visible d'un corps : avoir figure humaine.

. Personnalité marquante : les grandes figures de I"histoire.

Représentation peinte ou sculptée d’un ére humain, d'un animal.

Symbole, allégorie.

. (géométrie) Ensemble de points, lignes, surfaces.

. Forme donnée i I'expression pour produire un certain effet : figure

de rhétorique.

Mouvement chorégraphique.

Quadrilatére plan & cotés égaux et 4 angles droits.
Compartiment de jardin, od I'on cultive une méme plante.
Sur un navire, salle de repas des officiers.

. Réunion de quatre cartes semblables,

Ensemble des cotelettes du mouton, de I'agneau, du porc.
Produit d'un nombre multiplié par lui-méme.

droite

[l B R S e

R R

-

figure

e e

hd

carré

produit Richesse, bien économique issus de la production.
. Objet, article manufacturé.
Bénéfice, résultat.

(mathématiques) Résultat de la multiplication.

Absence de similitude, d’identité.

Ecart qui sépare deux grandeurs, deux quantités : différence d'altitude.
. Résultat d'une soustraction.

différence

WY | Ba WY e | RN P N

On voit 1a le caractére polysémique de la langue frangaise. Parmi les différents
sens donnés on peut repérer I'usage malhémanque de chaque terme.

[chiffre | 1. Chacun des caractéres qui représentent les nombres. ‘
droite 3; (mathémanqucs) Ligne droite. =Ty
ﬁgure [7. (géométrie) Ensemble de points, lignes, surfaces.
carré | 1. Quadrilatere plan i cotés égaux et 4 angles droits.
6. Produit d'un nombre multiplié par lui-méme.
produit |4, (mathémauqucs) Résultat de la muluphcauon

différence | 2. Ecant qui sépare deux grandeurs, deux quantités : différence d'altitude.
3. Résultat d'une soustraction.
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Cela ne constitue pas encore des définitions mathématiques.

chiffre Tout nombre entier (ex : dix) peut étre désigné par un codage qui
utilise des symboles et des régles d’association de ces symboles. Dans
notre systeme d’€criture (systéme décimal de position) ce nombre
| s'€critavec les chiffres 1 et O pris dans cet ordre. X est une autre écri-
| ture dc‘ce nombre (écriture romaine). En numération égyptienne il
se notait : M.

droite « Une ligne droite » ne correspond pas & la définition actuelle mais
dans les éléments d’Euclide, livre I' on trouvait « le point est ce
dont la partie est nulle, une ligne est une longueur sans largeur, les
extrémités d'une ligne sont des points, la ligne droite est celle qui est
¢galement placée entre ses points. » Ces références pe :
lecteur de connaitre ce dont il $"agit. Actuellement, on
définitions ensemblistes : « la droite (AB) est 1'ensemble des |
h%du plan ou de I'espace) pour lesquels il existe un réel A

=i
figure On désngnc par figure la représentation dans le plan d'un obj

métrique.

carré On appelle carré un quadrilatére plan qui a 4 cotés de méme
et | angle droit. Le fait que les 4 angles sont droits est une
qui découle de la définition.

Ulél carré désigne également le produit d"un nombre multiplié par
méme.

produit Résultat de la multiplication.

différence | Ecart qui sépare deux grandeurs, deux qulntmlﬂ muhal d'une

soustraction,

Parmi les définitions ci-dessus, certaines correspondent 2 une description d'un
objet métamathématique (chiffre, figure) d’autres a I'identification d’un objet
mathématique dans une théorie (droite, carré...)

Exercice de la page 93 mss———
Voici des réponses d'éleéves,

Elles coupent les axes.

Les deux droites sont sécantes.

Les deux droites sont sécantes mais ne se coupent pas sur la figure,
Les deux lignes montent.

Les deux droites ont une pente positive.

La droite D1 est au-dessus de la droite D2,

Elles ne sont pas paralleles mais ne se coupent pas.

D1 ne passe pas par I'origine.

Les deux axes sont orthogonaux.

On a oublié les fleches au bout des axes.

102. Mathématiques au fil des dges, IREM Groupe Epistémologie et Histoire, Ed. Gauthier-
Villars, 198).
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On peut noter que certaines sont pertinentes, d'autres révélent des conceptions
erronées.

Exercice de la page 96 m—————————

Laure et Antoine obtiennent tous deux 1'équation cherchée et utilisent des connais-
sances mathématiques correctes mais leurs copies sont fondamentalement diffé-
Laure n'annonce pas ce qu'elle cherche, elle utilise des abréviations « coef. dir. »,
« (E) » pour désigner une droite passant par E. Tout cela
Tes Ou une mauvaise appropriation du langage mathématique.
des caleuls incompréhensibles pour celui qui ignore la méthode uti-

e

~ cette droite étant paralléle 2 la droite (BC), elle a méme coefficient directeur
que (BC) ;
~ le coefficient directeur de la droite (BC) est donné par la formule :

_Ys—Yc

T Xp—Xc
— b est calculé alors en écrivant que les coordonnées de E vérifient I'équation
recherchée.
Ou bien Laure ne sait pas expliquer ce qu'elle fait, ou elle juge inutile de donner
des explications & un professeur qui lui par définition comprend.
Enfin, Laure ne donne pas de conclusion, et laisse au correcteur le soin de retrou-
ver le fil des calculs mais aussi la réponse cherchée.
La copic de Laure ne rentre pas dans une démarche de communication mais est
intéressante dans un travail privé de recherche.

Antoine donne un titre, rappelle les données, explique sa démarche en faisant part
de son raisonnement. Il rappelle également les résultats de cours sur lesquels il
s"appuie dans ses calculs. Enfin il donne une conclusion conforme & la question
posée.

Sa copie est un modele sur le plan de la communication.

Les deux copies s’opposent. On a envie de donner une mauvaise note & celle de
Laure et une trés bonne note 2 celle d’ Antoine. Apprécier un devoir rendu est plus
complexe que cela et renvoie au contrat en vigueur dans la classe au moment du
devoir. Si les régles de rédaction n’avaient pas été travaillées et négociées avec
les éleves, Laure ne peut pas comprendre pourquoi elle a une mauvaise note alors
qu'elle a trouvé.

Exercice de la page 101 susss—————

— Le message T1 n'est pas erroné. Les récepteurs ont vraisemblablement construit
le triangle en tragant le premier coté, puis en tragant un deuxieme coté, sans pen-
ser que la construction effective du deuxiéme coté ne peut se faire que conjoin-
tement avec celle du troisiéme. La conséquence est que la mesure du troisiéme
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COLE Semple s IMPOSEr auX entants alors qu 1S devaient 1a prendre en charge, d’ou
leur désarroi et leur affirmation : « 11 cm 8 mm ».

- Le message T2 est forcément erroné : un c6té a sa mesure qui est supérieure 4
la somme des mesures des deux autres cdtés. 11 s"agit donc d’une erreur due aux
émetteurs,

- Le message T3 convient. Donc ce sont les récepteurs qui échouent.

Exercice de la page 101 m———

1. Classification des messages :

Permettent la
construction de
plusieurs figures

Ne permettent pas
de construction du tout

Permettent de construire
une figure unique

| C1;C2;RI;R2;12:P2 P { LI :PI

2. Un exemple de message L2 corrigé : « C'est un quadrilatére. Chaque coté
mesure 7 cm. Une diagonale mesure 9 cm. »

3. Les messages C1 et C2 montrent que le signifiant « carré » ne contient peut
étre pas les propriétés « cotés égaux » et « angles droils » puisque les éleves les
rappellent.

Le message P1 signifie qu'un rectangle peut ére penché. On comprend bien ce
que veut dire cet enfant. Il est tout aussi vrai que cette conception du rectangle
n’est pas celle des mathématiques.

Remarque : Le message P2 n’est pas correct si 1'on s'en tient & une analyse mathé-
matique classique. Nous I'avons classé dans la premigre catégorie parce qu'il a
permis la construction de la figure au cours d’une séquence effective par le groupe
récepteur, On peut faire I'hypothése que les enfants partagent les mémes réfé-
rences implicites.

La démarche suivie par le groupe qui réalise le message P3 est correcte : mesurer
les cdtés et une diagonale. Mais la mesure de la diagonale est fausse : la distance
de A & C est obligatoirement plus courte que la somme des mesures AB et BC.

Exercice de la page 105 ms——

« Trouver les chiffres »
Les chiffres peuvent étre :
*0,1,2,3,4,56,7,8,9
* 123 n’a aucun chiffre commun * 0,[1004,56,7.8,9
* 456 a un chiffre commun * il s’agit du chiffre 6 et il se trouve en
a la bonne place 3¢ position de plus 4 et 5 ne font pas
partie du nombre

* 612 a un chiffre commun * il reste comme chiffres possibles

mal placé 0.0.00006.7.8,9
* 547 a un chiffre commun mais * cest le chiffre 7
mal placé

* c'est le chiffre 8
* le nombre cherché est donc 876

* 843 a un chiffre commun
a la bonne place
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mations. Au départ, on envisage les possibles. La premigre information permet
d’éliminer 3 chiffres. La deuxiéme, combinée a la troisiéme permet de trouver le
chiffre 6, sa place et d’éliminer & nouveau 2 possibilités. Les informations qui sui-

vent permettent d’obtenir trés rapidement la solution.

Exercice de la page 106
« Le cube »

On a 8 petits cubes peints sur 3 faces : sommets du grand cube.

On a 12 petits cubes peints sur 2 faces : milieu de chaque aréte,

On a 6 petits cubes peints sur une face : centre de chaque face.

On a un petit cube peint sur aucune des faces : il est au centre du grand cube.
Total : 27.

On peut vérifier qu'il y a bien 27 cubes : 3 x 3 x 3 cubes.

Exercice de la page 112 sesses——

La stratégie semble évidente : I'enfant soustrait, par colonne, le plus petit nombre
du plus grand, quel que soit la position de I'un et de I'autre dans la colonne. Cette
procédure erronée n’est pas mise en défaut dans la premiére soustraction.

On peut faire I"hypothése suivante : un enfant qui commence a faire des sous-
tractions « sans retenue » ou a qui on répete que I'on ne peut retrancher a a b que
si b est plus grand que a se place dans les conditions ol « I'opération est légi-
ume ».

Exercice de la page 113 ms———

Il y a la une erreur de raisonnement de la part du correcteur dans le dénombre-
ment des événements : si I'on range les dés, le fait de ne pas avoir obtenu d'as sur
le premier ne signifie pas I"absence d’as sur 'un des deux autres.

Probabilité d’avoir un as et un seul :

Pl =1/6x5/6 x 5/6 + 5/6 x 1/6 x 5/6 + 5/6 x 5/6 x 1/6 = 3 (1/6 x 5/6 x 5/6) = 75/216
Probabilité d’avoir 2 as exactement : P2 =3 (1/6 x1/6 x 5/6) = 15/216
Probabilité d’avoir 3 as exactement : P3 = (1/6 x1/6 x 1/6) = 1/216

La probabilité d'obtenir aucun as est : P4 = (5/6 x 5/6 x 5/6) = 125/216

Il n'y a pas d'autre événement possible dont la somme des probabilités doit étre
égale a 1. Ce qui se vérifie.
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Kxercice ae ia page | 1 D P S R S S G L TR T,

Exemples : ”
s, 215 401 612 | S non 21,5 401 1612
s, 415 421 522 Synon | 4,15 4,145 41354
S, | 304 3141 31415 | S,non | 3,104 3,145 3,0014

L'exercice proposé par le professeur peut étre réussi par des éleéves utilisant des
stratégies erronées (par exemple : S, et S,). Les résultats ne sont donc pas signi-
ficatifs de la compréhension de I'ordre dans les nombres décimaux., L'exercice est
a reconstruire.

Exercice de la page 117 messss————

la premiere régle est fausse quel que soit I’ensemble numérique considéré.

Dans N, s”agissant de la division euclidienne, I'idée premiére est celle de partage
qui induit qu’on ne peut partager que si la quantité est suffisante. Or la division
euclidienne de 3 par 7 donne 0 au quotient et 3 au reste.

Dans R, diviser ¢’est multiplier par I'inverse. Tout réel non nul a un inverse.

La deuxiéme régle est vraie dans IN, et plus généralement dans les ensembles
numériques positifs, Elle est fausse dans Z, @, R. : a — b se définit comme
a+(-b)

La troisi¢éme régle est vraie dans IN privé de 0 et de 1. Elle est fausse dansiD, @,

R. (Exemple x ; )

La quatrieme régle est vraie dans N, fausse dansZ. Q, R:a+b>a<>b>0
La cinquiéme régle est fausse dans ID.

Exercice de la page 119 mses———

1 cm® = 1 millilitre et non pas 1 cm® = 10 millilitres.
La connaissance de la correspondance 1 cm = 10 mm est sans doute & 1'origine
de la confusion.

Exercice de la page 125 seeessss—————

Dans le deuxieme puzzle, le «<segment » [PQ] est en fait un quadrilatére (trés mince)
qui a pour aire 1. Les bords des fragments 1, 2, 3 et 4 ne coincident pas exacte-
ment avec la diagonale PQ, mais forment un parallélogramme PSQR qui est repré-
senté, en exagérant ses proportions. La surface de ce parallélogramme représente
le carré manquant. L'angle SPR est si petit que 1'on ne remarque pas ce parallé-

logramme, & moins de faire un découpage et un réarrangement trés minutieux.
P

4 2 Ainsi, rien ne se perd, rien ne se crée, tout se
R transforme...
ISR x Le découpage montre I, ses limites.
o
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Exercice de la page 126 mesesss———

Cette activité n'est pas a rejeter, sous prétexte d'en avoir vu les limites dans I'exer-
cice précédent. Par exemple, faire ce découpage avec 25 éléves ayant chacun leur
triangle et constater qu'a chaque fois on obtient un angle plat est une démarche
de type expérimental tout a fait intéressante a I'école élémentaire et au college.

Exercice de la page 127 msssss————

O
£ oa\Fr

NN,

Le grand carré a pour aire A + B + C + D + E. Le carré de gauche a pour aire
A + C + D. Le carré de droite a pour aire B + E. L"aire du grand carré est la somme
des aires des deux carrés.

Exercice de la page 128

+

Soit a et b les mesures des c6tés de I'angle droit et ¢ la mesure de I'hypoténuse.
1'aire du grand carré est (a + b).(a + b) = (a + b)®. L’aire d’un triangle est 32— .

L'aire du petit carré est ¢, Elle peut s’obtenir comme différence des aires du grand
carré et des 4 triangles : ¢? = (a + b)? - 2ab donc ¢ = a? + b?

Exercice de la page 129 sesses—————

On retrouve les trois cas d'égalité des triangles connus :

— deux triangles qui ont un c6té égal compris entre deux angles respectivement
égaux sont égaux ;

— deux triangles qui ont un angle égal compris entre deux cotés respectivement
égaux sont égaux ;

— deux triangles qui ont leurs trois cOtés égaux sont égaux ;
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mais aussi le cas suivant : si deux triangles ont deux angles égaux et un c6té
€gal, il sont égauxe (Sans que la position respective du c6té par rapport aux angles
s0it imposée.) ;

Remarque : 1"égalité des trois cOtés impose I'égalité des triangles alors quetéga-
lité des trois angles donne des triangles semblables (mémes formes mais pas obli-
gatoirement mémes dimensions).

Exercice de la page 148 mee——————

La connaissance visée est que le produit de trois nombres permet des mesures en
dimension 3.

Dans le premier cas, la question est posée sous forme d’énoncé. Si I'enfant sait,
il amorcera une réponse. Seul le maitre pourra attester la validité de la réponse.
1l s’agit donc d’une situation de contrdle.

Dans le second cas, les enfants vont remplir la boite et effectuer un comptage
(selon des stratégies vraisemblablement diverses). A aucun moment, les enfants
n'ont besoin d'anticiper. Il s’agit d’une situation de manipulation qui ne sollicite
pas I"acquisition d’un savoir nouveau.

Dans le troisieme cas, les enfants doivent imaginer une disposition et effectuer
une comptabilité des cubes « qu'il y aurait ». Ils sont contraints de faire des pré-
visions selon des stratégies diverses. On peut imaginer qu’un remplissage effec-
tif ultérieur a I'aide de cubes constituera un moyen de s"assurer (de valider) de la
justesse des prévisions effectuées.

Exercice de la page 162 mssssms—————

Réponse : ¢’est I'hypothése 3 qui est la bonne.

Commentaire : Lorsque ce probleme est proposé aux étudiants, I'hypothése 2 est
largement majoritaire dans les premiéres minutes de réflexion. L'argument géné-
ralement avancé, ayant statut de preuve pour la majorité du groupe. est le suivant :
« Lorsque je ramene du second vers le premier récipient, je rapporte un peu de
liquide B, donc il y a plus de B dans A que de A dans B ».

— Les changements de conviction sont nombreux.

- Le traitement de cas particuliers constitue un lieu privilégié de débats.
Comportements répétés :

~ Apres un exposé sur un cas particulier, (celui ol la contenance de la cuillére est
exactement le volume du liquide A (ou B), qui accrédite 1"hypothése 3, certains
partisans de I"hypothése 2 sont troublés. D’autres disent : « justement, c’est un
cas particulier, il faut I'éliminer ».

Exercice de la page 165 m——————

A priori, il semble inutile que le candidat change de porte, puisqu'il y reste une
chevre et la voiture, donc le candidat a une chance sur deux de gagner. Pas si sdr...
Une premiére approche consisterait 4 faire effectivement le jeu un certain nombre
de fois et de s'intéresser a la fréquence des réussites. La revue, Pour la science,
n® 167, septembre 1991, a conduit une simulation sur ordinateur : sur 100 000
épreuves, la stratégie qui consiste a rester devant la porte fut gagnante 33 498 fois
et perdante 66 502 fois... La loi des grands nombres chére aux statisticiens nous
permet de mettre en doute I’hypothese « une chance sur deux ».
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Démonstration : Soit C I'événement « avoir une chévre derriére la porte » et A
I'événement « avoir I'auto derriere la porte », La probabilité pour que I'événe-
ment C soit réalisé lors du premier placement du candidat est : P (C) = 2/3. Et
donc P(A)=1/3.

Lorsque C est réalisé, le fait de changer de porte fait gagner. Lorsque A est réa-
lisé, le fait de changer de porte fait perdre. Donc, la probabilité de gagner en chan-
geant de porte est égale a P (C) : soit 2/3. La probabilité de perdre en changeant
de porte est égale a P (A) : soit 1/3. 11 est donc préférable de changer de porte. (Ce
que les 100 000 épreuves laissaient prévoir.)

Exercice de la page 165 mss————————

Une solution a laquelle on pense naturellement est :
« Le soldat qui a amené 2 pains regoit 2 écus, celui qui a amené 3 pains regoit 3 écus, »
Dessinons les pains

AARE

Imaginons les pains partagés pour le repas

) Rl A A A
B M WA
v vV V¥ ¥ ¥

pains apportés pains apportés
par le premier soldat  par le deuxiéme soldar

11 est évident que pour que le partage soit équitable le premier soldat devrait rece-
voir 4 écus et le second | écu.

Exercice de la page 166 m———————————

Le premier exercice se fonde sur un résultat acquis par construction. I fait I'hy-
potheése que les €léves vont remarquer le rapport de 1/2 entre la mesure des deux
angles.

Le deuxiéme exercice se fonde sur une conjecture qui pourra &tre avancée aprés
plusieurs études. Il propose ensuite de construire une piste pour la démonstra-
tion de la conjecture établie. Cette démonstration peut &tre la suivante :

La somme des angles d'un triangle est de 180° donc RMO + MRO + MOR = 180°.
Ce triangle est isocéle donc MOR = 180° - 2x. En notant x = RMO.

Or MOR + RON = 180° donc MOR = 180° — RON donc RON = 2x.

Dans le premier exercice, rien n’indique 2 I'éléve ce qu'il doit faire de sa remarque.
Doit-il prendre ce résultat comme général ? La démarche effectuée est-elle une
preuve ? Le deuxi@éme exercice explicite ces deux points.
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Cet étudiant confond conjecture et démonstration. Il parle de théoreme alors qu’il
ne s’agit que d'une supposition. Mais le fait de traduire les résultats expérimen-
taux en une écriture formelle lui donne I'impression d’avoir démontré.

Exercice de la page 169 s—————

Voici plusieurs solutions.
Premiére solution
Appelons n le nombre d’équipes de 2 joueurs. Une partie se joue dés que 2 équipes
se rencontrent. On a autant de parties que de fagons de choisir 2 objets parmi n &
savoir

n! _ - 1)
2! (n-2)! 2
Ce nombre est égal a 15. Cela signifie que :
n(n - 1) = 30 ce qui est équivalent & n* — n — 30 = 0 équation du second degré de
racines réelles — 5 et 6, Nous cherchons un nombre entier donc le nombre d’équipes
est 6, et par suite il y a 12 joueurs.
Cette solution met en jeu des connaissances mathématiques du niveau terminale.

Elle permet de trouver la réponse et d’en assurer la preuve dans un milieu de
personnes qui peuvent reconnaitre les connaissances utilisées.

2=

Deuxiéme solution

Avec 2 équipes, 1 partie est jouée.

Avec 3 équipes, 2 parties de plus sont jouées, soit au total 3 parties.

Avec 4 équipes, 3 parties de plus sont jouées, soit au total 6 parties.

Avec 5 équipes, 4 parties de plus sont jouées, soit au total 10 parties.

Avec 6 équipes, S parties de plus sont jouées, soit au total 15 parties.

Il y a donc 6 équipes, a savoir 12 joueurs.

Cette solution ne met en jeu aucune connaissance mathématique particuliere. Elle
établit le résultat et doit emporter |'adhésion.

Troisiéme solution

1|2 (3]4[5]|6[7]8 nombre de parties
o i R i ]
e b g g o il Tk 0
" : b i 1
i - 1+2=3
# o e 142=6

1+2+3+4=10

1+2+3+4+5=15

1+2+3+44546=21

R N[N B W -

On voit qu'avec 6 équipes, 15 parties sont jouées. Il y a donc 12 joueurs.

226

LCUE SUIUUOI USTTIANIUE U ULEQIIDCE 16D 1HIUL AUV Ualid ULl Wauicau Sais peaus
mer de la réponse. Elle permet de dénombrer les parties jouées avec 2 équipes,
3 équipes... Comme la précédente, elle doit emporter I’adhésion.

Quatriéme solution

On a n équipes. Chaque équipe rencontre toutes les autres équipes, soit (n— 1)
équipes. La partie « équipe A contre équipe B » et la partie « équipe B contre
fauips )

A » sont en fait une seule partie. Il y a donc p__(n_z-__ parties jouées.

'ln—;—l) =15¢>n(n-1)=30¢>n’-n-30=0<> n=-5oun=6
<>n=6

Il y a 6 équipes donc 12 joueurs.

Une telle démonstration peut paraitre difficile 2 comprendre 4 un niveau de sco-
larité pas trop élevé. Par contre, elle est trés simple pour des gens qui ont I"habi-
tude de manipuler les mathématiques.

Autre solution
A découvrir sur les schémas suivants :

o e

\\ A// < //
Sty
Exercice de la page 171

En Cours Moyen : Si la figure est dessinée sur une feuille, en pliant la feuille selon
un diameétre orthogonal 2 la droite d, la figure se superpose  elle-méme.

En quatriéme : Soit d'une droite passant par le centre O du cercle et orthogonale
a d. Cette droite d'est axe de symétrie pour la droite d. De plus, tout diamétre du
cercle est axe de symétrie du cercle. Donc c’est aussi axe de symétrie pour le
cercle. Donc la droite d’est axe de symétrie pour la figure constituée de la droite
d et du cercle.
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TEST DE PRE-RECRUTEMENT

a la préparation au concours de professeurs des écoles

Depuis trois ans, plusieurs IUFM organisent des ts

pré-recrutement en francais et en mathémagi ( %

d’accéder a I'année de préparation au co 0

seur des Ecoles. Le nombre impo conduit

les IUFM a présenter ces tests sog3 estionnaires
‘ abitués au dérou-

a choix multiples. Peu d’é

g
lement de ce typ dﬁﬁ}\%m présentons le test de

mathématiquesq1Y) I e de Bordeaux de 1994, tel
qu'il est sour\Q dats. La grille des réponses justes
figure page z‘}.\ n QCM analogue est présenté pour
I'épreuve de frangais. Ces deux tests doivent étre réalisés
en une seule séance de deux heures.

Epreuve de Mathématiques
Rappel : Durée de ’épreuve (1 heure)

Toute calculatrice est interdite.
Certaines questions impliquent de noircir plusieurs cases.

Questions a 3 points

1. Voici une addition.

23423 +23423+23+23+23+234+23+23

Parmi les écritures suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui représentent le
résultat exact 7

A 231 D 240
B 227 E 250
C 230 (Cette question vaut 3 points. )

2. Voici un produit.

23x23x23x23x23x23x23x23x23x23

Parmi les écritures suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui représentent le
résultat exact ?

A 2310 D 23+10
B 23x10 E 10x23
C 230 (Cette question vaut 3 points.)
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3. Voici une nhigure. Les traits sur certains cotes signirent | egalie ae ces cotes.

2
5 8 1’
12
10

Quel est son périmétre ?
A 52 D 40
B 42 E 54 . .
C 39 (Cette question vaur 3 points.)

4. Lacirconférence de la terre est de 40 000 km, donc son rayon mesure environ :

A 4400 km D 12800 km
B 10400 km E 8800km
C 6400 km (Cette question vawut 3 points.)

5. Parmi les résultats figurants dans les cases qui suivent, un seul est le résultat
de la multiplication de 183 par 425 : lequel ?

A 7776 D 7775
B 77776 E 7778
C 77775 (Cette question vaut 3 points. )

6. Le grand Général Dussabre est né en 1574. l‘l meurt a la célebre bataille de
Gabegie qui s"est déroulée cent ans aprés 1515. A quel dge meurt-il ?

A 141 ans D 89 ans
B 39ans E 41 ans
C 51ans (Cette question vaut 3 points. )

7. Ma montre prend deux minutes de retard toutes les heures. Il est midi et elle
est a I'heure. Dans combien de temps aura-t-elle pris une heure de retard ?

A 2jours D 3 jours
B 30 heures E 20 heures
C 10 heures (Cette question vaut 3 points. )

8. Sur un plan, on lit « 2 cm pour 1 km ». Quelle distance sépare deux villes, &
vol d'oiseau, qui sont distantes de 15 cm sur la carte ?

A 75km D 7,5km
B 15km E 3 km
C 30km (Cette question vaut 3 points,)
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9. Un litre de mercure c’est aussi :
A | kg de mercure

B 1 dm? de mercure )

C 100 centilitres de mercure

D 100 millilitres de mercure
E 100 mm?® de mercure
(Cette question vaut 3 points.)

10. Un champ carré mesure 5 000 métres de c6té. Sa superficie est de :

A 50000 m? D 25000 000 m?

B 5000m? E 250 000 m*

C 25000m? (Cette question vaut 3 points.)
Questions a 6 points

11. Un grand cercle a un rayon 2 fois plus grand que celui d'un autre plus petit
cercle.

L’aire du grand disque est :
A 3,14 fois I'aire du petit
B 2 fois I'aire du petit

C 1,5 fois I'aire du petit

D 4 fois I'aire du petit.
E 2,5 fois I'aire du petit
(Cette question vaut 6 points.)

12. Parmi les résultats figurants dans les cases qui suivent, un seul est le résultat
de la division de 46968 par 456 : lequel ? (Information : la division tombe juste.)

A 12 D 1037
B 104 E 1038
C 103 (Cette question vaut 6 points. )

13. Je suis un décimal avec deux chiffres aprés la virgule. Mon chiffre des cen-
tiemes est 5 et mon nombre de dixiemes est 12. Qui suis-je ?

A 1.25 D 0,125
B 120,05 E 1,125
C 1205 (Cette question vaut 6 poinis.)

14. Soit le nombre positif n qui, multiplié par Iui-méme donne 24. Parmi les affir-
mations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies 7

A nestplus grand que 12 D nest plus grand que 5

B nest plus grand que 4 E nest plus petit que 6

C nest plus petit que 5 (Cette question vaut 6 points.)

15. Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont
vraies ? :

A 15+15=3 D 05x1=1
B 15x1=1 E 2/05=4
C 2x05=1 (Cette question vaut 6 points.)

16. « Je suis un nombre entier dont le chiffre des unités est zéro. Mon chiffre
des dizaines est le double du chiffre des unités et mon nombre de centaines est 20.

Qui suis-je ?

A 200 D 20000

B 2000 E 20220

C 2020 (Certe question vaut 6 points.)
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1 /. Parmi Ies altrmatons SuIvanies, quelle est ou quelies SOnt Ceties qui sont
vraies ?

A Cent millions s"écrit avec le chiffre « un » suivi de sept « zéros ».

B Le nombre de centaines de cing cent soixante dix huit est 5.

C 14,00 est plus petit que 14.

D 00,3040 et 0,304 sont deux nombres égaux.
E 14,00 est plus grand que 14 (Ceite question vaut 6 points.)
18. Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont
vraies 7

A 4x10x10x10<4x10x 10

B 05x0,5x0,5x05<05x0,5x0,5
C 3:05<3:2

D 4 6<4-7

E 4x(-T)<4x(-8) (Cette question vaut 6 points.)
19. Un rectangle et un carré ont la méme aire. Le c6té du carré mesure 9 m et la
largeur du rectangle mesure 3 m. Calculer la longueur du rectangle.

Quel est le calcul qui correspond 2 la question posée ?

A 949):3 D 9x3)+9
B 9x9)x3 E 9x9):3
C 9x3):9 (Cette question vaut 6 points.)

20. A vol d’oiseau, deux villes sont distantes de 75 km. Quelle distance les sépare
sur une carte au 1/250 000 ?

A Tcm D 30 cm
B 3cm E 175¢m
C 2lcm (Cette question vaut 6 points. )

Questions a 9 points

21. Mon copain et moi avons 400 francs. J'en ai dépensé les 3/4. Mon copain a
dépensé I’équivalent d'un tiers de ce que j'ai dépensé,
Combien nous reste-t-il ?

A 100F D 300F
B 133F E OF
€. N8 (Cette question vaut 9 points. )

22. Un losange a un cdté qui mesure 5 cm et un angle de 45°. Parmi les affirma-
tions suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies ?

A Le périmetre est 20 cm.

B L'aire est 25 cm2

C Le périmétre est 10 cm.

D Je n'ai pas assez de renseignements pour calculer 1"aire.

E Je n’ai pas assez de renseignements pour calculer le périmetre.

(Certe guestion vaut 9 points. )
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23. Dans un sondage, 50 % des personnes interrogées ne sont pas encore fixées
sur leur choix aux.élections présidentielles, 24 % optent pour le candidat A, 21 %
pour le candidat B, les autres se partagent sur les autres candidats.

Combien le candidat A obtiendra-t-il, en pourcentage, de voix si 30 % de ces per-
sonnes non encore fixées viennent & voter pour lui ?

A 54% D 32%
B 4% E 30%
C 9% (Cette question vaus 9 points.)

24. Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont
vraies ?

5
R p8._6
3 1 32 16
5 4
X
B2 -8 EX = 2
1 3 2 )
5 9
el &
2 1
5 7 (Cette question vaut 9 points. )
25. Lasommede 7 etde 7 est:
4 6
s p?
10 7
B 7 E 35
12 12
c®
24 (Cette question vaut 9 points. )

26. Voici une équation dans I'ensemble des nombres réels, ol x est I'inconnue :
I +4x+5=3x2+4x+5

Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies ?
A Cette équation n’admet aucune solution.

B 0 est une solution.

C Cette équation admet toute valeur de x comme solution.

D 4 est une solution.

E 165 est une solution. (Cette question vaut 9 points.)

27. Soit la fonction f telle que f(x) =3x + 1

Parmi les phrases suivantes quelle est ou quelles sont celles qui ont du sens ?

A Calculer f (x) pourx =3 D Trouver x pour que f (x) =7

B Calculer f(x)pourf=2etx=3 E Trouver x pour f =5

C Calculer f (x) pour f =2 (Cette question vaut 9 points. )
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28. Lorsque I'on regarde le solide selon la direction F, quelle vue de cbté a-t-on ?
(Il y a une réponse juste parmi les cing.)

Solide

vue | vue 2 vue 3 vue 4 vue 5
A wvuel D vue4
B vue2 E vues
C vue3l (Cette question vaut 9 poinzs.)

29. Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont
vraies ?

A Lasomme de deux décimaux est toujours un décimal.

B Le quotient de deux décimaux est toujours un décimal.

C Entre 1,27 et 1,28 il n’y a pas de décimal.

D Entre 1,27 et 1,28 il y a une infinité de décimaux.

E 0,27 est plus petit que 0,206

(Cette question vawt 9 points. )

30; On considere la liste des nombres: 1 - = % %

Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies ?

A Le plus grand de la liste est %
B Le plus petit de la liste est —%

C 11y a autant de nombres supérieures i % que de nombres inférieurs a %

D Tous ces nombres sont supérieurs a 0,2

E Tous ces nombres sont inférieurs a -
7 (Cette question vaut 9 points, )
Questions a 12 points

31. On désire faire une boite en forme de cube ouvert, donc il doit manquer une
face, mais, par contre, le fond de la boite doit étre doublé pour étre plus solide.
Quel(s) est (sont) le(s) bon(s) patron(s) 7

[EIS] 1 o s I B i ]
L 2 | LL}LJI :

]

&L BT CI DS ES (Cete question vaut 12 points. )
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32. On donne les calculs suivants :

P=0,1 x (0,3 +1 995) S=03x 1995
Q=0,1x(03x1995) T=199,5+0,03
R=0,03+ (0,1 x 1995) U=1998

Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies ?
AT=U BQ=S CP=U DP=T EP=R
(Cette question vaut 12 points. )
33. Voici une affirmation : « Tous les bordelais sont antipathiques. »
Parmi les réponses suivantes quelle est ou quelles sont celles qui sont justes du
point de vue du raisonnement ?
A Cette affirmation est fausse car je connais Jean qui est bordelais et qui est sym-
pathique.
B Je ne peux pas savoir si ¢’est vrai ou faux car je ne connais pas tous les bor-
delais.
C Cette affirmation est fausse car il existe des bordelais sympathiques.
D C’est faux, mon voisin est parisien et il est désagréable.
E C’est vrai, mon voisin est bordelais et il est désagréable.
(Cette question vaus 12 points.)

34. Dans un collége, le nombre d’éléves a baissé de 10 % en un an. Par contre,
le pourcentage de filles est passé de 50 % a 55 %.

Parmi les affirmations suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui sont vraies ?
le nombre de filles du collége...
A aaugmenté de | %

B aaugmenté de 0,5 %

C abaissé de 1 %

D est resté le méme
E abaissé de 0,5 %

(Cette question vaurt 12 points.)

35. Parmi les expressions suivantes, quelle est ou quelles sont celles qui peu-
vent étre négatives pour certaines valeurs de x ? (x est pris dans I'ensemble des
nombres réels.).

A X+X4+X D 4+xP+1

B x*+1 E x*-1

C x*+x2+1 (Cette question vaut 12 points.)

36. J'imagine que je plie une feuille de carton en deux, puis une fois pliée, je
continue a la plier encore en deux, et ainsi de suite... J'ai pris une feuille d’épais-
seur de 1 millimétre. (On suppose que le pliage est toujours possible...). Pour
obtenir une épaisseur qui dépasse un metre, il suffit de plier :

A 10 fois D 2000 fois
B 1000 fois E 5000 fois
C 100 000 fois (Cette question vaut 12 points.)

37. Voici le chemin que suit le pére Mathieu, un vieux loup de mer, pour traver-
ser la rue quand il revient du café :
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Quel est la valeur de I'angle x en degré ?
A 52° B525° C5° DS35° E 54

(Cette question vaut 12 points. )

38. La figure ci-dessous est dessinée sur un réseau de mailles carrées.

Y AT
_—

Parmi les égalités suivantes qui concernent les aires des triangles de cette figure,
quelles sont celles qui sont justes ?

A ABC = AFB D AFB = AEB
B ABC=ADG E AEB =2 (AEG)
C ADG = AEG (Cette question vaut 12 points.)

39. Parmi les problémes ci-dessous, quel est celui ou quels sont ceux dont la mise

en équation est : 3x +3,5=20"7

A Maxime a acheté un croissant & 3,50 F et 3 chocolatines. Il a dépensé au total
20 F. Quel est le prix de la chocolatine ?

B Pour I'achat de trois feutres et d'un correcteur, Justine a payé 20 F. Sachant
que le prix d’un feutre est de 3,50 F, quel est le prix du correcteur ?

C Norbert pense & un nombre décimal. 11 ajoute 3,5 et il multiplie ce résultat
par 3. 1l obtient finalement 20. A quel nombre a-t-il pensé ?

D Uncommergant posseéde 20 métres de tissu. 11 débite 3 coupons de méme lon-
gueur et constate qu'il lui en reste 3,5 m. Quelle est la longueur d'un coupon ?

E Le périmétre de la figure ci-dessous est de deux décimetres. On sait que
AB=AD=BC=x. A 4

Quelle est la valeur de x encm ?

(Cette question vaut 12 points.)

Dl.S(m C

40. Combien faut-il de triangles pour équilibrer la quatrieme balance ?

oA S N 2o} A

t E —— g
= AXD O
AAA

A6 B3 C4 D5 E2 (Cette question vaut 12 points.)

Fin de I'épreuve
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Voici la grille des réponses justes :

»

N° Nombre

de la question de points

attribués
I 3
2 3
3 3
4 3
5 3
6 3
7 3
8 3
9 3
10 3
11 6
12 6
13 6
14 6
15 6
16 6
17 6
18 6
19 6
20 6
21 9
2 9
23 9
24 9
25 9
26 9
27 9
28 9
29 9
30 9
31 12
32 12
33 12
34 12
35 12
36 12
37 12
38 12
39 12
40 12
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apprentissage (théorie de) 24
apprentissage (situation d') 27
argumentation 124

(o
cadre 108
changement de cadre 108
conception 37
connaissances 41, 149
contraposition 132
contrat didactique 70

contrat pédagogique 70
contre exemple 132

D

démonstration 125

dévolution 28

dialectique de I'action 145
dialectique de la formulation 145
dialectique de la validation 146
didactique des mathématiques 26
didactique d'un champ de connais-
sance 137

disjonction des cas 132

E
échec 109
effet Jourdain 74
effet Topaze 73
erreur 109
explication 125

G
glissement meta-didactique 75

I}
ingénierie didactique 143
innovation 142
institutionnalisation 147
intuition 161

éL

langage mathématique 78

N
noosphere 53

©

observation (d’une séquence) 30,
193

obstacle 117

obstacle didactique 118

obstacle épistémologique 119

obstacle ontogénique 118

outil-objet (dialectique) 62

P

pédagogique (modeéle) 67
préparation (d'une séquence) 193
preuve 125

probleme ouvert 103
professionnalisation 142

R

rapport au savoir 40, 149
rétroaction 18

S

saut informationnel 69
savoir 41
savoir enseigné 56
savoir a enseigner 55
savoir savant 54
situation 26
situation didactique 27
situation a-didactique 27
stratégie 93

T

test d’hypothése 132
théoréme en acte 116
transposition didactique 53

4

validation 146
variable didactique 68
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