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Resumen: En este articulo tratamos la observacion de alumnos en una situacion
experimental en esladistica, a fin de replantear el papel de la experiencia en los
dominios mas familiares, tales como la construccion de funciones, los primeros nu-
meros, etc, v plantear interrogantes sobre tipos de razonamiento.

Vamos a intentar poner de manifiesto el estatus de la experiencia en matemati-
cas con la ayuda de alsunos ejemplos que la teoria de situaciones didacticas (TsD)!
permite estudiar, en los cuales una conjetura se somete habitualmente a un
proceso de demostraciones. Pero hay formas de razonamiento que podrian uti-
lizarse con mas frecuencia que en la actualidad; en particular, las que consisten
en relacionar unos cuantos hechos comprobados con una ley general, permi-
tiendo ciertas formas de presuncion que originen deducciones vy, finalmente,
demostraciones.

Palabras clave: situaciones, medios, experiencia, experimento, modelo, infe-
rencia, retroaccion.

La place de l'expérience dans la construction des mathématiques en classe
Résumé: Dans cet article, nous reprenons l'observation d’éléves (16 ans) dans une
situation expérimentale de statistiques afin de réinterroger le role de I'expérience
dans des domaines plus familiers tels la construction des fonctions, des premiers
nombres auprés d'enfants plus jeunes, etc. et de sinterroger sur des modes de
raisonnements. Nous allons montrer, & l'aide de quelques exemples, que la théorie
des situations didactiques (TDs) permet d'étudier le statut de I'expérience en mathé-
matiques, ol une conjecture est régulierement soumise a un processus de
démonstration. Mais il y a des modes de raisonnement qui pourraient étre mis
plus fréquemment en valeur, en particulier ceux qui consistent faire un lien entre
quelques faits expérimentaux et qui permettent de pressentir une loi générale
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' G Brousseau, Teoria de las situaciones, Grenoble, Francia, La pensé sauvage, 1998.
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permettant une certaine forme de présomption a partir de laquelle on pourra
finalement construire une démonstration.

Mots-clés: situations, milieu, expérience, expérimentation, modele, inférence,
rétroaction.

INTRODUCCION

Nuestra reflexion, que va a parecer bastante ingenua, se desprende de una cons-
tatacion, realizada a lo largo de muchos arios en la ensenanza de las matematicas
en Francia, de la idea que se hacen los actores principales (los profesores) v de
lo que se dice en su formacion.

En la organizacion de la ensefianza, cuando se trata de las ciencias, estan por
un lado las matematicas v, por el otro, las ciencias experimentales. No nos exten-
deremos sobre los origenes de esta separacion,® pero recordemos que la reorgani-
zacion del saber v su presentacion escolar ligada a las “matematicas modermnas™ de
los afios 1960 ha contribuido en gran medida a esta separacion, la cual explica
de manera mas o menos consciente la imposibilidad de hacer aparecer las mate-
maéticas como medio de intervenir sobre lo real. “En algunas décadas, la idea de
que las matematicas son un instrumento para reflexionar sobre lo real en estos
tres grandes campos (el espacial, el numerico y la variable) ha sido erradicada de
las matematicas escolares” (Y. Chevallard, 2004). Ademas, el tipo de variable que
generan la estadistica y la probabilidad se trata “aparte”. El estudio de la cuestion
de la dimension experimental en matematicas, aunque no es nuevo,® no ha tenido

2 Lo que justifica la especificidad de la didactica no es el anclaje disciplinar actual. La cues-
tion de la especificidad es de orden epistemoldgico: éQué es lo que se exporta de un dominio
del saber hacia olro? ¢Como? La cueslion esla abierta por razones historicas. Para comprobarlo,
basta con consultar los indices de materias de las obras de matematicas del siglo xi.

3 Anteriormente ha habido numerosas tentativas de acercamiento de las matematicas con
la “experiencia”. En 1957 se produjo una introduccion generalizada de lrabajos praclicos
en las clases de final de la escuela primaria y comienzo de la secundaria. Los extractos de las
instrucciones oficiales de la época atestiguan una respuesta positiva a la cuestion de la dimen-
sion experimental de las matemalicas: “Observacion y experimentacion: ése lrala verdaderamente
de alinear las matematicas con las demas disciplinas? Es indudable que, en la fase inicial de
la elaboracion de todas las ciencias, los pasos dados son de naturaleza similar; posteriormente,
cuando el matematico que ha creado enles elementales racionales se esfuerza en el estudio de
sus propiedades, interviene una discriminacion. Pero su trabajo solo adquiere valor profundo si
su construccion, por abstracta que sea, se apova solidamente en lo real o si es capaz de relacio-
narse con él y de adaptarse en gran medida.” (Assude, 2002, citada por T. Dias).
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en cuenta suficientemente este hecho. Por eso, nos parece util replantear esta
cuestion, sirviendonos de lo que hemos podido observar en el terreno particular
de la variabilidad.

En la formacion de profesores, tanto de maestros de educacion primaria como
de secundaria v bachillerato, el modelo espontaneo de ensenanza no es el de la
puesta en funcionamiento de medios* propicios para que el alumno construya
nuevos saberes. “Se mantiene un comercio puramente teorico v no experimental
con las construcciones matematicas mas esenciales” (Y. Chevallard, 2004). Sin
embargo, la ausencia de experiencia afecta al sentido de la teoria, obstaculizando
la emergencia de “conceptos auténticos” (Descaves, 1992), es decir, los que han
surgido de la experiencia.

Para relanzar el interés de la ensefianza de las matematicas, se invita a los
profesores a aproximarse a actividades como las de la propuesta “con las manos
en la masa’”, sin mencionar ni aplicar los instrumentos tedricos de la didactica de
las matematicas, como si se pudiera, sin mas, retomar el principio de que “hacer
matematicas” es “experimentar” en el sentido mas comun del término; un poco a
la manera de los ejercicios de “fisica recreativa” de antano. Evidentemente, habria
que explorar un poco mas estas tendencias actuales y establecer distinciones
segun las actividades propuestas. Por ejemplo, T. Dias (Dias v Durand-Guerrier,
2004) afirma que: “se puede subrayar una diferencia notable entre la experiencia
"Math-en-Jeans, que llega a concebir incluso que los saberes en juego no existian
antes de la busqueda, v la posicion de los saberes cientificos que ‘estan ya aht,
en las secuencias modulares de la propuesta 'con las manos en la masa”.

¢Cudl es pues el lugar que ocupa la experiencia en la actividad matematica?,
0 mas bien, ¢qué es una experiencia en una actividad matematica? Para avivar el
interés de las matematicas, para “hacer matematicas”, recurrir a la experiencia
es un camino motivador. Para poder tener en cuenta algunos modelos implicitos de
los estudiantes, ocultos muchas veces tras los saberes demasiado elaborados o
naturalizados de los profesores, empezaremos por un estudio realizado en bachi-
llerato sobre estadistica que es continuacion de un trabajo llevado a cabo en la
escuela primaria. Las conclusiones que obtengamos nos permitiran interpretar
de distinta manera otras situaciones.

" Para una buena comprension del concepto de medio (milieu), consultese: http://www-
leibnizimag.fi/EEDDM1 1/Theme2/Texte3.htm! (L. Coulange y A. Bessol).
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MATEMATICAS Y CAMPO DE EXPERIENCIAS

Se suele afirmar que la experiencia es el encuentro del sujeto con la realidad, en
el que éste recoge una informacion (“realiza una experiencia’) y, al mismo tiem-
po, se forma (“adquiere una experiencia’). Pero en la “experiencia’, el sujeto des
activo o pasivo? La etimologia no da suficientes claves, porque el verbo latino
“experior” significa a la vez “experimentar” (con un sentido pasivo: experimentar
una sensacion de frio) y “ensayar” (con un sentido activo: ensayar un nuevo mate-
rial). Pero “experimentar” puede también tomar el sentido de “ensayar” o “probar” en:
“experimentar un nuevo material”. Aunque existan dos sentidos, las palabras para
describirlos se mezclan por la influencia de distintas connotaciones.

Parece, por tanto, que la dimension exploratoria y sensible de la experimen-
tacion precede v convive con la experiencia provocada para validar uno o varios
resultados esperados o que se quieren refutar. Esta dimension exploratoria de la
experimentacion nos parece inevitable. Habria, pues, experiencia sensible siem-
pre, incluso en el caso de que el sujeto desarrolle algunos indicios de conjeturas
que comiencen a adquirir consistencia, independientemente de la experiencia
sensible?

Para saber si las tres mediatrices de un triangulo concurren en un punto,
puedo proceder a una experiencia grafica sobre un triangulo trazado en una
hoja de papel. Si he construido una teoria del espacio en la que puedo dedu-
cir que las mediatrices de un triangulo siempre tienen un punto en comun, va
no necesito verificarlo experimentalmente para todos los tridngulos. Pero si no
se lleva a cabo la prueba experimental, no se tiene una idea cabal de qué es
una demostracion tedrica. En una matematizacion completa, se asegura que
un hecho es cierto sobre una base experimental v después se asegura que, en
la teoria de referencia, se puede deducir el hecho en cuestion. Ello moviliza
toda una dialéctica (Chevallard, 2004).

Es incuestionable que el método cientifico aplicado hasta el fin exige el
empleo de la experiencia para verificar las hipotesis anticipadas. Pero las mate-
maticas van a producir medios experimentales que no se limitaran a los medios

® Bachelard ha descrito ampliamente las dificultades de comprension en fisica y los obs-
taculos consolidados, que se vuelven a encontrar siempre que se acltiie en relacion con la
experiencia sensible.
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materiales. éSe debe afirmar que “la experiencia es el juez de paz que establece
el veredicto al que debe someterse una conjetura™ (Briand, 2005). La conjetura
es un termino propio de las matematicas; en ciencias se diria hipotesis o teoria.
Sin embargo, en mateméticas una conjetura se somete finalmente al proceso
de demostracion. “[Ast pues] la experiencia no juzga [la conjetural, a menos que
considere la propia demostracion como una experiencia’ (F. Conne, 2007). La
puesta a prueba es, sobre todo, una cuestiéon de razonamiento. La relacion con
el aspecto operatorio de la experimentacion -y no el de la simple experien-
cia- consiste en que la puesta a prueba supone un razonamiento exploratorio
teorico que se origina en lo experimental. En matematicas, todo lo que requiere
un razonamiento experimental no es necesariamente un trabajo de naturaleza
experimental.

Cuando un sujeto situado en un entorno dado no encuentra inmediatamen-
te la respuesta a un problema v percibe que ese problema se volvera a plantear,
entonces pone en funcionamiento sus conocimientos e indaga en los datos que
supone que tienen una relacion directa con la cuestion. Esta etapa estd, por
tanto, sometida a sus supuestos previos, a sus métodos v a los medios de que
dispone. Su evoluciéon lo conducird a distinguir los acontecimientos erraticos
y las regularidades en ciernes. Es entonces cuando intervienen los instrumentos
(sisnos, esquemas, organizaciones) que permiten esta distincion en la accion y
una construccion con un minimo de subjetividad en un minimo de tiempo. Esta
construccion semibdlica puede interpretarse como un modelo en ciernes, pero nos
parece que, a diferencia del ingeniero que trabaja en un campo familiar, un alum-
no, que trabaja sobre un problema para el que no tiene una solucion experta,
tendrd, la mayoria de las veces, que construir los instrumentos de un modelo
por homomorfismo (relaciones reguladas entre los objetos v los sighos) vy, simulta-
neamente, el modelo en si mismo, interactuando con el problema planteado. Lo
que puede apreciar aqui el observador no es, entonces, mas que unas estrate-
gias bien orientadas. ¢Cudl es el sentido de un signo producido por un alumno
sobre una hoja de papel? Los modelos no son entidades fijadas de una vez por
todas. Se desarrollan o se revisan, conjuntamente con algunos estudios, en una
relacion dialectica entre la realidad v su evocacién. La sustitucion repentina de
la realidad por un modelo, con el pretexto de que los modelos son mas accesi-
bles v mas estables que la realidad, es una vision del que sabe.®

6 “Hemos reconocido que nada nos autoriza a establecer la regla de que un esquema y
el horizonte de su significado exterior no puedan edificarse nunca simultineamente en una
interdependencia reciproca. Si queremos tener en cuenta objetivamente los pasos para los
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Parece, pues, que aquello que acabamos de exponer necesita toda una
elaboracion teorica sobre el papel de la experiencia en la construccion de las
matematicas en clase.

Se trata aqui de construir un medio de aprendizaje al que los alumnos se en-
frenten planteando acciones-observaciones que generan presunciones de las que
surgiran poco a poco conjeturas, validadas o invalidadas por nuevas acciones
intencionales: experimentaciones. Estas experiencias-observaciones engendran a
su vez nuevas presunciones.

Consideraciones teoricas

En la teoria de las situaciones, el medio es el entorno constituido por los obje-
tos (fisicos, culturales, sociales, humanos) con los que el sujeto interactua en
una situacion. Una situacion es el conjunto de circunstancias en las que una
persona se encuentra, asi como las relaciones que la vinculan a su medio. Los
conocimientos se manifiestan esencialmente como los instrumentos de control
de las situaciones. El alumno aprende adaptandose a un medio (en el sentido
conocido) que es factor de contradicciones y desequilibrios. La teorfa de las
situaciones toma como postulado que los comportamientos de los alumnos son
reveladores del funcionamiento del medio, considerado éste como un sistema
(sobre el cual el profesor podra desempenar diversos papeles). El saber, resultado
de la adaptacion del alumno al medio, se manifiesta mediante respuestas nuevas
que son la prueba del aprendizaje.

En una perspectiva constructivista, el medio debe ser factor de contradiccio-
nes, de dificultades, de desequilibrios, por tanto, de adaptaciones para el alumno.
Aqui el profesor funge como organizador del medio. Esta funcion del medio es
la que se denomina antagonista (del sujeto) en una situacion.

La manera en que se adaptan los alumnos a este entorno se puede analizar
con lo que Pierce llama “la presuncion”. Tomamos de Pierce el significado de
“presuncion’:

La presuncion [..] proporciona al que razona la teorfa problematica que la
induccion verifica. Si, dadas las circunstancias, se encuentra frente a un fené-

que la mente humana esta capacitada, la prudencia aconseja admitir los contrarios =y no nos
faltaran confirmaciones-" (Gonseth, 1974).
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meno distinto del que habria esperado encontrar, examina los rasgos sobre-
salientes y ve alguna caracteristica o relacion notable que reconoce enseguida
como caracteristica de algunas concepciones que ya estaban almacenadas
en su mente, de manera que acaba presentandose una teoria que explicaria
(es decir, que harfa necesario) lo que ha encontrado de sorprendente en estos
fendomenos.

Intentaremos demostrar que, en el seno de las matematicas, tal como estan
constituidas actualmente, existen medios de aprendizaje que requieren la medida,
en los campos de la estadistica, la medida de masas y lo numérico y que producen
relaciones con la experiencia que son distintas pero no del todo independientes.

Para precisar mejor nuestro proposito, estudiaremos primero la singularidad de
la experiencia estadistica, ya expuesta en otro trabajo (Briand, 2005), lo que nos
obligara a volver a plantear la experimentacion en otros campos.

EXPERIENCIAS MATEMATICAS EN TRES CAMPOS

UNA SITUACION FUNDAMENTAL EN ESTADISTICA:
LA EXPERIENCIA CON UNA MAQUINA DE AZAR

Una actividad llevada a cabo con alumnos de bachillerato (pentltimo curso antes
de la universidad, 16-17 arios) consistia en proponerles una manera segura de
conocer la composicion de una botella opaca que contiene 5 bolas: rojas vy
verdes. Cada vez que se le daba vuelta a la botella, era posible ver una sola bola
(se trata del principio de extraccion con reposicion). Las botellas no se podian
abrir v se habian preparado sin que los alumnos viesen su contenido.

Andlisis del dispositivo

La eleccion del numero de bolas (5) permite diferenciar los fendbmenos bastante
rapidamente sin que las conjeturas que se elaboren sean triviales. Esto permite
trabajar sobre el riesgo que se toma al decidir tal o cual composicion en el rango
de tiradas aceptables experimentalmente. Mas alld de cien tiradas, el profesor
aporta los resultados obtenidos por la computadora de manera que el desarrollo
de las tiradas efectivas no tome todo el tiempo de la experiencia.
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Podemos evaluar el riesgo en que se incurre al decidir la composicion de una
botella en funcion del nimero de tiradas efectuadas. Tomemos, por ejemplo, una
botella en la que se han colocado 3 bolas rojas v 2 verdes. La probabilidad de

. 3 . . .
sacar una bola roja es 5" Conjeturamos precisamente durante una experimen-

tacion si la frecuencia de bolas rojas observada en las tiradas que se realizaron
esta comprendida entre 0.5y 0.7 (intervalo de decision). Si tenemos ¢ tiradas, los
casos favorables (que proporcionan un ntimero n de bolas rojas) se designan de

la manera siguiente: 0.5 < tﬂ < 0.7, vaque 05t < n < 0.7t

Llamemos ay b los valores limite que tom6 n en este caso. La ley binominal
nos permite calcular la probabilidad de que salga el nimero n de bolas rojas en
el numero de tiradas ¢

P—n:b ! p" (l—p)t_n(con = 0.6 en este caso)
nga ; p=0. .
Hagamos el estudio para 15, 25, 50, 100 v 500 tiradas:

Cuadro 1 Estudio a partir de la composicion 3R, 2V

Numero de tiradas 15 tiradas 25 tiradas
n n
Intervalo 05 <—<07 05 <—<07
15 25
Valores de a, ny b 8§=n=10 13=n=17
P 0.569 0.692
Propabilidad de formular una 0431 0308
conjetura falsa
50 tiradas 100 tiradas 500 tiradas
n n n
05 < —<07 05 < —<07 05 <—<07
50 100 500
26 =n=34 51=n=169 251 = n= 351
0.806 0.948 0.999
0.194 0.052 0.001
12 EpucacioN MATEMATICA, vol. 23, nim. 1, abril de 2011
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Con una botella que contiene 4 bolas rojas y 1 verde, la probabilidad de sacar
una bola roja es de % Se conjetura, precisamente, si la frecuencia observada de

bolas rojas en las tiradas efectuadas esta comprendida entre 0.7 y 1 (intervalo
de decision).

En ttiradas, los casos favorables se designan, por consiguiente, de la siguiente
manera: 0.7 < ? < l,vaque07t<n<t

Hagamos el mismo estudio que se hizo anteriormente para 15, 25, 50, 100

y 500 tiradas:

Cuadro 2 Estudio a partir de la composicion 4R, 1V

Numero de tiradas 15 tiradas 25 tiradas
n n
Intervalo 07<—x<1 07<—x<x1
15 25
Valores de a ny b ll=n=14 18=n=24
P 0.800 0.887

Probabilidad de formular una

. 02 0113
conjetura falsa
50 tiradas 100 tiradas 500 tiradas
n n n
07 <—<1 07 <—x<1 07< —<1
50 100
36 =n=49 71=n=99 351 = n =499
0.939 0.988 0.999
0.061 0.012 0.001

Estos resultados muestran que la composicion “b bolas” ayuda bastante bien
en las experimentaciones que se pueden realizar en clase, permiten, ademas, ase-
gurar que el riesgo puede ser estudiado en condiciones experimentales validas.
Dichos resultados confirman también que, en una situacion igual (en el numero
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de tiradas), es menos arriesgado conjeturar 4R, 1V (para la botella 4R, 1V) que
conjeturar 3R, 2V (para la botella 3R, 2V).7
En este estudio, los alumnos se enfrentan al menos a dos problemas:

e En primer lugar, concebir los intervalos que designamos como intervalos
de confianza v que se construyen en la clase, pero no a partir de la pro-
babilidad, sino de los resultados estadisticos v de una comprension, en
acto, de la ley de grandes numeros: las frecuencias del evento (3R, 2V) se
distribuyen por ambas partes de la frecuencia mas probable.

* Luego, comenzar a evaluar el riesgo en que se incurre al hacer una pre-
vision falsa después de n tiradas. Para eso, los alumnos son inducidos a
enumerar las experiencias, para un ntimero de tiradas dadas, produciendo
una frecuencia situada fuera del intervalo de confianza en una serie de
experiencias acordadas.

La imposibilidad de abrir la botella sittia de golpe a los alumnos en una si-
tuacion de observador que debe “registrar” fendémenos. Los objetos de la experien-
cia son, de hecho, objetos matematicos: una extraccion, una serie de extracciones,
una suma en el interior de una serie de extracciones o una suma de series de
extracciones. El medio® de aprendizaje esta constituido por signos producidos
por la experiencia.

Nos interesamos, entonces, en las retroacciones de esta situacion. A diferen-
cia de las situaciones adidacticas relativas a familias de saberes matematicos de
caracter determinista, las retroacciones no seran de la misma naturaleza, porque,
en este caso, se trata de un modelo estocastico.

¢ Para que un alumno pueda pasar de una simple constatacion a una previ-
sion de lo que sucedera en una experiencia antes de realizarla, es necesario
que construya el concepto de experiencia idéntica, experiencia reproduci-
ble. En particular, la definicion de una muestra dependera de la idea que
se haga el alumno de lo que es una experiencia. Desde el principio de la
practica, una alumna manifiesta claramente que tiene en cuenta el orden

7 Un estudio teorico detallado del modelo de ayuda en la decision fue escrito en su tiempo
por P. L. Hennequin (PL. Hennequin, 1974), el cual permitia poner en evidencia que, para un
numero de liradas iguales con un riesgo dado, ciertas composiciones podian ser conjeturadas
y otras, no.

8 Milieu en el original.
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de aparicion de las bolas: “encontraremos dos veces el mismo orden”. Sin
embargo, acaba considerando que los sucesos “RVVRVRRVVRRRVRV”
v “VVRRVVVRRVRRVRR” son dos manifestaciones del suceso “8R v 7V”;
es decir, que esos dos sucesos son dos resultados idénticos, desde el punto
de vista de la probabilidad.

e La invalidacion o validacion de presunciones no se puede realizar siste-
maticamente mientras el sujeto no disponga del modelo estadistico: un
alumno que piensa que hay 3 bolas verdes y 2 rojas en la botella y que,
para asegurarse, efectlia b extracciones y obtiene 2 verdes y 3 rojas, segiin
el modelo implicito del que dispone, puede extraer conclusiones diferentes:
“estaba equivocado” o “esto no lo demuestra’.

* La experiencia no conduce sistematicamente al contenido real de la botella,
aunque los alumnos puedan pensarlo.

¢ Rapidamente empiezan a aparecer regularidades; he aqui una presuncion:
“cuantas mas tiradas se hagan, con mayor certeza se podra afirmar algo
acerca de la composicion de las botellas”.

e Se estudian mas facilmente otras presunciones sobre los intervalos de deci-
sibn cuando se ha calculado una frecuencia: es sin duda mas facil decidir,
con igual riesgo y menos tiradas, la composicion 4R, 1V, porque el intervalo
[0.7; 1[ es mayor que el intervalo [0.5; 0.7], que permitiria arriesgarse a
decidir que la composicion es 3R, 2V. En efecto; los intervalos de decision
son los siguientes:

Intervalo de frecuencia de las bolas rojas | Decision por tomar
0 0 rojas y 5 verdes
[0; 0.3] 1 roja y 4 verdes
[0.3; 0.5] 2 rojas y 3 verdes
[05; 0.7] 3 rojas y 2 verdes
[0.7; 1] 4 rojas y 1 verde
1 5 rojas

Con el fin de explicitar mejor estos nuevos saberes surgidos en las experien-
cias, el profesor puede organizar un medio de referencia enriquecido mediante
la ayuda de un programa informético realizado sobre un “applet’, que contenga
tablas numéricas visibles, generadas al azar: el alumno introduce una composicion
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de la bhotella v pide 15, 25, 100, 500 o 1 000 tiradas. El programa propone el
resultado de esas extracciones con frecuencias absolutas v relativas.

Para someter mejor a prueba la hipdtesis: “cuanto maés tiradas se hagan, con
mayor certeza se podra afirmar la composicion de las botellas”, el profesor propone
construir un grafico cartesiano, poniendo en el eje de las abscisas el nimero de
tiradas v, en el de las ordenadas, el resultado de una experiencia (estadistica) y lo
que, desde su punto de vista, constituye la mejor hipotesis que se puede proponer.
De esta manera, los alumnos proponen materializar, mediante una recta paralela al
“eje de las X', lo que para el observador constituye el comienzo de un trabajo proba-
hilistico. La sensacion de la probabilidad se basa en la seguridad de la convergencia.

En consecuencia, en este momento de la experiencia, los alumnos han com-
prendido la existencia de regularidades, a pesar de las variaciones que aparecen
en toda experiencia estadistica. Pero efectuar unas recopilaciones de datos estadisti-
cos no constituye a priori la realizacion de una experiencia. Cuando mucho, po-
driamos hablar de ensayo. Para que la idea de experiencia se vaya instalando poco
a poco, es preciso que los alumnos tomen como objeto de estudio las regulari-
dades v la incertidumbre, que conciban nuevas experiencias v que, en definitiva,
reconozcan una actividad matematica.

Esta manera de enfrentarse a la singularidad de la experiencia estadistica nos
permite replantear la experimentacion en matematicas, empezando a tomar las
regularidades como objeto de estudio.

a) Andlisis
Hemos encontrado al menos tres clases de presunciones:

La primera (descubrimiento de la relacion entre frecuencia y composicion de la
botella) aparece muy rapidamente: “si hay méas bolas rojas en la botella, hay mas
posibilidades de que aparezcan”.

La segunda (previsiones con menos riesgo de equivocarse para las composicio-
nes 1,4y 4, 1) aparece mas tarde: una alumna afirma que “si tenemos una botella
de composicion 4, 1, entonces es mds facil tomar una decision”.

La tercera aparece, al principio, de manera mas difusa: “Qué cosa mads rara,
esto sale distinto cada vez; no se puede prever nada, a menos que lo hagamos
1 000 veces..”. Después se enuncia de manera mas precisa, lo que, de hecho,
constituye la ley de los grandes niimeros: “me parece que cuantas mds tiradas se
hacen, mas se tendrd una cifra media, cada vez mas centrada, que estard por
tanto mds cerca de la realidad.., cuantas mdas tiradas se hacen, mds nos acerca-
mos a la realidad”.
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La comprobacion de estas tres presunciones se efecttia en bachillerato (clase
de 17-18 afios) con ayuda de experiencias realizadas en medios de referencia
distintos.

e La primera experiencia la constituyen experiencias repetidas de manera
bastante espontanea en el medio constituido por la recogida del resultado
de las tiradas.

e La segunda puede tratarse con ayuda de representaciones graficas. El inter-
valo de decision para la composicion 4, 1 es [0.7; 1], o sea, una amplitud
de 0.3, mientras que el intervalo para la composicion 3, 2 es [0.5; 0.7], o sea,
una amplitud de 0.2.

* La tercera sigue una presuncion que va a permitir la organizacion de un
dispositivo estructurado o, al menos, considerar su organizacion, como si
la certidumbre estuviese va instalada. Pero en ninguno de estos casos
podemos demostrar la consistencia de las conjeturas emergentes.

b) La variabilidad en la experiencia

Admitir que un suceso no se reproduce sistematicamente, aunque la experiencia
se repita en las mismas condiciones, constituye en esta parte del contrato una
ruptura fundamental determinada por la relacion dada con el medio de apren-
dizaje. La situacion debe, pues, permitir esbozar un modelo que tome como
objeto de estudio esta nueva incertidumbre: la de la variabilidad. La experiencia
cambia de estatus: una experiencia se convertird en una clase de experimentos
elementales en los que aparecen teoremas en acto:

e (Tiene importancia el orden de aparicion de las bolas?

* ¢Se lienen que hacer series de 5 tiradas?

e (Se pueden afadir los resultados de m v n tiradas efectuadas con una misma
botella para poder extraer mejores conclusiones, como si se hubieran hecho
m + n tiradas?

De aqui se obtiene, por ejemplo, un trabajo (efectivo v no probabilista) de
medida del “riesgo”, cuando hay que tomar una decision en funcion del niimero
de tiradas.

Efectuando un “ntimero adecuado” de experiencias, los alumnos van a disponer
de un instrumento que les permitirda empezar a formular hipotesis, teniendo en
cuenta el riesgo de una toma de decision en funcién del ntimero de tiradas.
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Tabla Trabajo de un alumno sobre la composicion 3R, 2V: series de 20
experiencias paralb, 25, 100 y 500 tiradas.

En este trabajo, un grupo de alumnos toma como objeto de estudio el intervalo de
confianza [0.5; 0.7]. El dispositivo experimental permite cuantificar estadisticamente
la evolucion del riesgo en funcion del nimero de tiradas: aqui, de 20 series de 15 tiradas,
9 conducen a una hipétesis falsa sobre el contenido de la botella; si las series son
de 25 tiradas, de 20 series, 8 conducen a una hipotesis falsa. Para series de 100
tiradas, sélo una serie sobre 20 conduce a hipotesis falsa y ninguna si las series
son de 500 tiradas.

Asi pues, la incertidumbre es también un objeto de estudio. Por supuesto, la
modelizacion es todavia relativamente primitiva, pero las primeras observaciones
mostraron que hubo que franquear muchos obstaculos antes de que el alumno
estuviese en condiciones de considerar el medio que se le proponia como un
medio matematico. Es decir, un medio en el que, si construye una organizacion
matematica adecuada, podrd dominar mejor los sucesos que se produciran. Y
todo esto, por supuesto, sin abrir la botella. Las retroacciones esperadas se pro-
ducen sobre clases de tiradas.

¢) Conclusioén

La construccion de la nocion de experiencia ha planteado varias cuestiones.
¢Qué es un sondeo en un conjunto que todavia no se conoce? ¢Qué es repetir una
experiencia? ¢Cudl es el significado de un experimento? (Como aparece la idea
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de sumar los resultados de experiencias sucesivas? En esta situacion ha habido
que conjugar esta construccion

e con la experiencia en estadistica; ¢qué serfa, de hecho, la elaboracion de una
clase de experiencias?;

e con el pensamiento determinista que atribuye lo imprevisible al azar.
Planteamos la hipotesis de que la racionalidad, confundida con el determinis-
mo matematico, puede constituir un obstaculo epistemolégico —e incluso
didactico- para la construccion del pensamiento estocastico.

Es precisamente esta confrontacion con la experiencia estadistica lo que nos
obliga a replantear seriamente la experimentacion en matematicas, que es lo que
vamos a desarrollar a continuacion.

UNA SITUACION FUNDAMENTAL DE LA FUNCION AFiN: LA EXPERIMENTACION
A TRAVES DE LA MEDIDA PROVISIONAL Y MEDIDA EFECTIVA DE MASAS

Hemos vuelto a tomar, adaptandola, la situacion denominada inicialmente del “peso
del vaso de agua” (N. Brousseau vy G. Brousseau, 1986). El origen de esta situacion
es el siguiente: el profesor comprueba que, cada vez que un problema escenifica
la medida de una magnitud que no puede tratarse independientemente de otra
magnitud (como en el caso de un recipiente y su contenido, por ejemplo), los
alumnos cometen errores, a pesar de que aparentemente disponen de los cono-
cimientos precisos para evitarlos.

El objetivo de la situacion construida a partir de esta comprobaciéon es per-
mitir que los alumnos se enfrenten varias veces a este problema, aprovechando
las retroacciones de la situacion. DescriblREMos rapidamente esta situacion,
deteniéndonos en algunos resultados.

1. Primera etapa: el profesor coloca en una mesa una balanza digital, un
recipiente de plastico con capacidad aproximada de un litro v un vaso.
Junto a la mesa hay un cubo lleno de agua. El profesor toma el recipiente
y vierte en ¢l un vaso de agua. Pide entonces a los alumnos que estimen
el peso que dard la balanza cuando ponga el recipiente encima. Cada
estudiante hace su estimacion v la escribe en una hoja; después, el profe-
sor representa en una recta numérica, dibujada en la pizarra, los valores
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dados v cuantos alumnos han previsto cada valor. Pide entonces a un

alumno que ponga el recipiente en la balanza v lea el peso indicado. En

seguida se analizan las estimaciones dadas; el profesor no hace ningiin
comentario ni en sefal de aprobacion ni en sefal de rechazo.

2. Segunda etapa: “Vierto otro vaso de agua en el recipiente. ¢cCuanto pesara
ahora? Escribanlo en el cuadermo”. El desarrollo posterior es el mismo
que el de la primera etapa: previsiones de los alumnos, registro de éstas por
el profesor en la recta numérica y, por tltimo, verificacion del peso.

3. Tercera elapa: se desarrolla como las dos precedentes: el profesor vierte
un tercer vaso de agua en el recipiente, los alumnos hacen sus previsiones,
las cuales el profesor anota en la recta numérica v, finalmente, se verifica
el peso en la balanza.

Nota: A lo largo de estas tres etapas el profesor no hace ninglin comen-

tario, aunque los alumnos lo presionen para ello.

4. Cuarta etapa: el profesor vierte en el recipiente un cuarto vaso de agua.
a) La consigna es la misma que en las etapas precedentes.

b) Registro de 2 o 3 previsiones orales solamente.

¢) Antes de anotar las demas previsiones, el profesor propone a los alum-
nos un debate. Les pregunta quiénes estan seguros de su prevision
v por qué. Propone a continuacion una discusion para intentar saber
quién tiene razon y que exponga su método antes de pesar, pero en
ninguin caso da su opinion. Tras el debate, les dice que pueden cambiar
su prevision si lo desean.

d) Rectificacion de las previsiones: el profesor interrumpe la discusion
cuando le parece oportuno. Los alumnos que asi lo deseen corrigen
el peso que habian anotado en su cuaderno.

e) Verificacion: como en las etapas anteriores.

5. Quinta etapa:

a) Consigna: “Vierto un quinto vaso para los que deseen utilizar el método
que los hava convencido de entre los ofrecidos por los comparieros.
Hagan sus previsiones”.

b) El mismo desarrollo que en las etapas precedentes: prevision, su anota-
cion vy verificacion del peso.

Fin de la sesion. Se prevé una segunda sesion para el dia siguiente, que ser-
vira para institucionalizar los saberes descubiertos en la primera.
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a) Andlisis a priori

En el marco de esta experiencia del “vaso de agua’, el paso hacia lo que serd la
funcion afin de R en R' viene de la modelizaciéon que permite dar cuenta de
lo hecho, generalizando.

En el cuadro que sigue, indicamos el contenido de este analisis en la segunda
columna. En el momento de la estimacion, luego de vaciar el segundo vaso de
agua, se plantea la hipotesis de que los alumnos van a utilizar el modelo de la
proporcionalidad como medio de prevision.

La mayoria de los alumnos obtiene el resultado después de que se ha vacia-
do un tercer y un cuarto vaso. Un vaso de agua pesa 140 gramos (argumento
estadistico ligado a las aproximaciones de medidas). En seguida empiezan a
razonar de esta manera: si se aflade n, entonces la masa aumenta n X 140.
Esta proporcionalidad implicita corresponde a las experiencias de los estudiantes
y puede volver a ser introducida explicitamente por el profesor. Por tltimo, el peso
del vaso de agua se obtiene facilmente efectuando la operacion 201 g — 140 g,

En un proceso experimental, se puede pues llegar a (en la educacion secun-
daria) mediante una funcion afin de Rt en RY x ———— 61 + x X 140.

b) Extracto de una observacién en una clase de 42 de educacién primaria
(9 a 10 anos)

En el cuadro siguiente, la primera columna indica una estrategia ganadora,
cuando es posible llevarla a cabo, lo que no sucede en los dos primeros casos.
La segunda columna expresa un analisis a priori de las estrategias esperadas. La
tercera es el resultado de una observacion realizada en 52 curso de educacion
primaria (10 afios)? al final del curso escolar. La cuarta columna, que se volvera
a tener en cuenta en el cuadro siguiente, resume los analisis que siguieron a la
observacion.

? Ecole Flornoy en Burdeos, clase de D. Géron.
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Estrategia
ganadora

Andlisis a priori
(S; estrategias
esperadas)

Previsiones de los alumnos,
interpretacion posible y
resultados experimentales.

Observaciones

1 | ? adivinanza

Prevision basada
en la experiencia
de los objetos
pesados.

Los alumnos han previsto
de 30 ga 1000 g.
Resultado experimental:
m, =201g

Azar

2 | ? adivinanza

Si:2m;
S,y m;+m tal que
m < m,.

18 alumnos han previsto 402 g.
3 alumnos han previsto 401 g.
Un alumno ha previsto 400 g.
Dos alumnos han previsto
350 g.

Un alumno ha previsto 380 g.
Resultado experimental :

m, = 340 g.

1— Rechazo del azar
2— Proporcionalidad.
3— Aproximacion,
teniendo en cuenta

la primera experiencia.

3 | my+(m,—m,)

S;:m,+(m,—m,)

6 alumnos han previsto

1— Rechazo de la pro-

Sy m;+m, 540 g (m, + m,) porcionalidad.
Sy 2m, Un alumno ha previsto 2— Conservacion de la
445 g. diferencia.
10 han previsto 480 g.
Uno ha previsto 471 g.
Sin duda: (m;+m,/2) con
error de célculo (4 en vez
de 3).
Resultado experimental:
m, =482 ¢
4 | my+m,—m, [ S my+m,—m, | Fase 1: Control de los errores
my+my;—m, | S,: my+ my—m, | El profesor pide a tres alum- | con las decenas del
Sy 2my nos: 622, 520, 580. Después, | orden anterior que hay
Spmy+m, tras discusion: que retener al sumar.

Fase 2:

14 alumnos 621 g aprox.
7 alumnos 521-540 g.

4 alumnos 630 g aprox.

Resultado experimental :
m,=620g

5 | m,+(m,—m,)
o cualquier
otra similar.

S my+ (my;—my)
o cualquier

otra estrategia
similar.

Todos los alumnos alrededor
de 759 — 770 g, salvo una
nifia que da 660.

Resultado experimental:

m; =760 g

Persisten los errores
en la retencion de las
decenas del orden
anterior.
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¢) Andlisis grdfico

Leyenda:

(n): resultado de la experiencia.

(an): numero de alumnos que han previsto el valor n.

(errores en la cuenta): origen de los errores cometidos (que provocan la
salida de las previsiones del cono de incertidumbre ligado a la experiencia en
si misma.)

d) Conclusién

A partir de la sexta etapa, todos los alumnos logran un resultado reconocido
t=l

como plausible. Pero, aunque la mayoria ha sabido formular un razonamiento

por induccion!® (justificando los primeros errores porque no han tenido en cuen-

19 “La induccion se da cuando el que razona mantiene va una teoria de manera mas o
menos problematica (vendo de una asuncion interrogativa a una inclinacion muy fuerte de
la que apenas se duda) y, al mismo tiempo, piensa que, si esta teoria es verdadera, entonces,
en cierlas condiciones, deberfan producirse algunos fenomenos (preferentemente fenomenos
inesperados e imprevistos); el que razona experimenta, es decir, asegura estas condiciones y
busca que se produzcan los fenémenos predichos” (C. S. Peirce).
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ta el peso del vaso), otros han seguido trabajando por presuncion, lo que los ha
llevado a enmascarar errores; no se ha puesto de manifiesto la contradiccion
de un alumno que, tras la primera experiencia dice: “normalmente esto tiene
que dar 2007, para afirmar a continuacion: “vo siempre he anadido 150”. Otro
alumno que afirma que siempre ha anadido 140 v que, por tanto, ha acertado,
¢ha rechazado verdaderamente el modelo de la proporcionalidad?

El medio de aprendizaje esta constituido por pesadas con balanza digital que
producen ntimeros.!! En este caso, los alumnos construyen un modelo mecani-
cista'? (. M. Legay, 1997) de prevision que se desestabiliza continuamente por
los resultados de la medicion efectiva. Deben, por tanto, aprender a convivir con
errores inevitables, causados por la accion de medir. Prevén, basandose inicialmen-
te en una presuncion de linealidad. Mas tarde, cuando la experiencia contradice el
modelo que predicen basado en esta presuncion, construyen otro modelo que
tendra que resistir los avatares de la medicion efectiva durante la experiencia.
Para el observador, se trata sin duda de un tipo de incertidumbre distinto del de
una experiencia estadistica, pero ¢qué piensa el alumno? El alumno que declara
contrariado: “era 201, después 340 y entonces he afiadido 139 iy me ha dado 482!
Nunca da lo mismo”, ¢distingue entre las retroacciones que se producen en un
sistema estadistico v las que aqui se dan? Por otra parte, no todos los alumnos
abandonan el modelo lineal desde la primera retroaccion.

UNA SITUACION FUNDAMENTAL DE LA ADICION
a) La experiencia con la hucha y su contabilidad

Estudiemos ahora, mediante un ejemplo, desarrollado esta vez en primer grado
de educacion primaria (6 afios), de qué manera nuevas condiciones van a generar
un trabajo de modelizacion que puede aproximarse desde otros dos. Para ello,
comparemos dos momentos de una clase.

Primero, el profesor muestra varios cubos en una caja: los alumnos cuentan
a coro 3 cubos. El profesor escribe entonces 3 en la pizarra. El profesor enseria
en otra caja otros cubos: los nifios cuentan 5 cubos. El profesor escribe 5 en el

"' La primera experiencia, realizada por Nadine Brousseau y Guy Brousseau, utilizaba
balanzas de brazos iguales de lipo Roberval, lo que daba lugar a un medio dislinto.

2En la p. 41, el autor distingue tres tipos de modelos: los de hipotesis, los de mecanismos
v los de decision y prevision.
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tablero. Junta los dos contenidos en una sola caja y los alumnos cuentan todos
juntos 8.

Posteriormente, el profesor vuelve a mostrar varios cubos en una caja: los
ninos cuentan a coro 3 cubos. El profesor escribe 3 en la pizarra. El profesor
muestra cubos en otra caja: los nifos cuentan 5. El profesor escribe 5 en la
pizarra. Entonces, retine los dos contenidos en una sola caja, tapandola. Los
alumnos deben prever, sobre el cuaderno, cuantos son los cubos escondidos en
esta caja. Para tener éxito en esta actividad, los alumnos se serviran de 3 v 5
y desarrollaran distintas estrategias escritas, que les permitiran (o no) obtener 8 de
una manera u otra: regletas dibujadas, cubos dibujados, la serie 1, 2, 3, etcétera.
En resumen, utilizaran signos. Las hipotesis hechas se validaran o invalidaran
después, cuando se abra la caja.

Las dos fases (A y B) parecen similares, pero, aunque el medio material es
el mismo, el medio de aprendizaje es distinto. Los escritos que se hayan podido
realizar en el primer caso no harfan mas que repetir lo que va se habia puesto
de manifiesto, mientras que los escritos realizados en el segundo caso permiten
interrogantes, presunciones y conjeturas.

S (3+5-8 ]

Trabajo
escrito:

Hipétesis
Validacion
pragmatica

Pero esta conclusion serfa un tanto simplista. Para que se logre la anticipa-
cion de la accion en el segundo caso, es decir, para que los nifios “entren” en la
segunda situacion,’® tienen que haber hecho suvo el medio.

Asi pues, el profesor instaura el primer medio de referencia para que los
ninos sepan queé es lo que esta en juego cuando se cubra la caja. Algunos anti-
ciparan (es decir, entraran en dialécticas de accion, de formulacion y validacion)

13 Se trata de las condiciones que en su dia estudié J. Peres en la actividad llamada el
“‘juego del tesoro” (. Peres, 1984), en ocasion de la fase de constitucion de la coleccion de
referencia.
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y construirdn los primeros teoremas v repertorios aditivos, mientras que otros,
quizas, no logren nada.

Por tanto, aclarar la diferencia entre las dos secuencias mas bien deberia
consistir, en cierto modo, en probar la necesidad de la primera en un proceso
de aprendizaje por adaptacion o asimilacion v su insuficiencia para asegurarse de
que haya habido una actividad matematica. En definitiva, la primera situa-
cion comunica la regla de un juego, mientras que la segunda permite jugar
y comprender en qué consiste ganar o perder y extraer de ello el conocimiento
correspondiente.

Dicho de otra manera, si todo estd a la vista, el nino puede dar una respuesta
acertada, sin ninguna intencion. El ritual de contar bastard para mantener un
contrato aceptable en la clase. Sin embargo, cuando el medio de aprendizaje
se convierte en el de los signos, la experiencia se desplaza de un medio material
a un medio simbolico, hecho de simbolos (que es mas una estructura homo-
morfa que un modelo). Entonces, la respuesta a “cudntos hay en la caja?” no se
construye en un medio material, sino que se genera en un medio formal de
signos. Los conocimientos asi construidos (que pasan a poderse formular como
saberes) permitiran la prevision.

b) Confrontar la realidad

Vayamos mas alla: élo que hemos visto es suficiente para que podamos hablar de
un medio instaurado? Imaginemos que en el dispositivo de la segunda secuencia
hemos hecho una pequena trampa: en el momento de abrir la caja hay 9 cubos
(el profesor ha anadido uno, sin que lo vieran los nifios). Habia 3 v 5 v de repente
hay 9. Los nifios que no saben, no protestaran; pero los que habian empezado
a elaborar un modelo de prediccion, ése sorprenderan? Si nos situamos del lado
del observador, no hay duda de que estos nifios deberian asombrarse, lo que que-
rria decir que hay un modelo bien instalado que resiste las contradicciones: esto
no es posible, porque “3 vy 5 da 8 yno 9”. Pero la comprension de la adicion exige
un principio de no contradiccion (el resultado de 3 v 5 no puede ser mas que uno
solo) que forma parte de la construccion del modelo. Entonces, el profesor asigna
al medio v a la experiencia, en el sentido clasico del término, un papel distinto: el
de confrontar la realidad, porque el modelo se hace consistente, y afirma “8”.

Reconocemos que esta manera de actuar no es frecuente en clase v que
quizas choque a los maestros, pero provoca una doble problematica:
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¢ la de los modelos, su gestacion y su vida autbnoma;
* la del lugar que ocupa en la ensefianza esta otra funcion del saber: ser
un instrumento de interrogacion, de discusion y no solo de prevision.

Sin duda, nuestras concepciones deterministas de los modelos ensefados
nos llevan a descuidar aspectos de su construccion. Se encuentran efectos pare-
cidos en otros campos. Después de todo, desde el punto de vista del sujeto, el
alumno, la sorpresa ante un suceso inesperado en un fenomeno determinista
es de la misma naturaleza que la que se experimenta ante un suceso aleatorio.
¢Quién podria extraer conclusiones en el lugar del alumno?

Ocurre que, en la escuela primaria, los teoremas no se prueban con demos-
traciones. La validacion pragmatica y posteriormente sintactica se suele referir
a la contingencia material o aritmética. Se ha visto que, en fase de aprendizaje, el
profesor pretende que los alumnos tengan la suficiente confianza en sus teore-
mas como para que se vayan emancipando progresivamente del medio material,
al mismo tiempo que vuelven a ¢l para estudiarlo con nuevos instrumentos
matematicos.

El paso al bachillerato (16 a 18 afios) marca el paso a la demostracion. éQué
tipos de experiencias pueden suscitar progresivamente la necesidad de demos-
trar? Vamos a plantear simplemente algunos puntos para una reflexion.

SITUACIONES EN SECUNDARIA (12 A 16 ANOS):
RAZONAMIENTOS Y DEMOSTRACIONES

LA INFERENCIA PROBABLE

Seguin Pierce (J. M. Baldwin, 2007), la “inferencia probable” es “toda inferencia que
no considera su propia conclusion como necesariamente verdadera (aunque los
hechos sean tales que las premisas los afirmen)”.

He aqui una actividad propuesta para la organizacion de una secuencia de
clase en secundaria (12 a 16 afios): 25 alumnos han dibujado 25 triangulos (muy
probablemente estos triangulos no se puedan superponer). El profesor propone
recortar los angulos!

4 Mas habitualmente esla situacion consiste en hacer una conjetura sobre lo que podria
ser la suma de la medida de estos tres angulos. La conjetura consiste en pensar que la suma
de los angulos de un triangulo es un angulo llano v se extrae aqui por induccion, suponiendo
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y pregunta si es posible construir una figura de modo que los angulos de la base,
deslizandolos, encajen el angulo del vértice opuesto (Conne, 2007, RpM).

Los 25 triangulos recortados van a hacer que 25 veces no se pueda refutar
la alineacion. La actividad no hace, por tanto, méas que evaluar una probabilidad
objetiva. Su validez no depende de una uniformidad de la naturaleza ni nada
parecido. La uniformidad constatada tendera a dar a esta probabilidad un valor
muy grande, lo que convertird esta inferencia en una inferencia probable. Se
trata de un razonamiento por induccion seguido colectivamente: reunir un cierto
numero de hechos comprobados en una ley general. La veracidad de las conclu-
siones esta siempre a expensas de un contraejemplo, pero la induccion garantiza
claramente la veracidad de sus conclusiones en todos los casos que haya con-
siderado con anterioridad. “En consecuencia, el razonamiento por induccion es
un razonamiento valido v relativamente pertinente que no garantiza el alcance
de sus conclusiones”. Por ultimo, C. S. Pierce afiade: “Es mediante la induccion
como la experiencia contribuye a aumentar nuestros conocimientos.”

En este caso, la aproximacion a la verdad es, al principio, de naturaleza esta-
distica: “es muy poco probable que el angulo no sea llano”; “es muy probable que,
al alinear, se vuelva a encontrar el mismo angulo en medio”. En este instante
el profesor sabe que tiene a su disposicion una demostracion que permitird que el
hecho “la suma de los angulos de un triangulo es de 180°” tenga probabilidad 1.

Ciertamente, experiencias parecidas de recorte permiten demostrar® que
64 = 65. Pero si 25 alumnos que dibujan 25 triangulos distintos llegan a 25
“angulos llanos” 0 a 25 “terceros angulos”, ése puede considerar esto como una
simple coincidencia?'® Trabajar sobre la inferencia podria consistir en pedir a
los alumnos que intenten construir un triangulo de tal modo que el resultado,
reconocido va desde la primera experiencia, resulte invalidado. De esta manera

que el angulo llano se haya identificado previamente como un objeto que existe en cuanto
angulo.
15 Para 64 = 65, nos referimos a la célebre paradoja de Lewis Carroll. Véase anexo. ay
muchas olras paradojas asociadas a recortes, como por ejemplo los triangulos de Gardner.
16 El medio de aprendizaje instaurado por el profesor es evidentemente distinto del que se
habria construido a partir de fotocopias, reproduciendo 25 veces el mismo triangulo.
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los alumnos se habrian aproximado a lo que ellos estimarian con “verdadero
siempre”. Adquirir la firme conviccion de una verdad esperada mediante una
experiencia, pero puesta en duda desacreditando el procedimiento experimental
(la paradoja de L. Carroll), es un motivo muy fuerte para desear “verlo claro”. La
demostracion sera, mas tarde, el juez de paz del que habldbamos antes.

LA INFERENCIA PROBABLE PUESTA EN ESCENA EN UN LIBRO DE TEXTO ESCOLAR

1. Construye un triangulo cualquiera ABC. Sefiala el punto medio [ del seg-
mento [AB] y el punto medio | del segmento [AC]. Traza la recta ([]).
¢Qué sucede?

2. Vuelve a hacer la misma construccion con otros dos triangulos muy dis-
tintos.

3. Formula una conjetura.

4. Sobre una de tus figuras, sittia el punto K simétrico del punto I con rela-
cion al punto J.

a) ¢Qué se puede decir del cuadrilatero AICK?

b) éQué se puede deducir para los segmentos [All y [CK]?
¢) iQué se puede deducir para los sesmentos [BI] y [CK]?
d) ¢Qué se puede decir del cuadrilatero IBCK?

e) ¢Qué se puede concluir para las rectas (IJ) y (BC)?

Completa la frase siguiente:
En un tridngulo, la recta que pasa por los puntos medios de dos lados es

Este ejercicio propone comprobar algo en la cuestion 1. La cuestion 2 va
a permitir —al menos eso se pretende- pasar de la comprobacion a una expe-
riencia y después a una conjetura. El cambio de nivel del medio, necesario para
pasar a la cuestion 4, es grande. Los alumnos no pueden construir ellos solos
esta demostracion.

Consideremos el encargo paradéjico del profesor que pide a sus alumnos que
construyan un triangulo pequeno cuyos vértices sean los puntos de corte entre
si de las mediatrices de otro triangulo grande (que es lo que se obtiene cuando no
se sabe que necesariamente se cortan en un solo punto), eligiendo el triangulo de
partida de manera que el triangulo pequenio sea lo mas grande posible. El profesor
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sabe que este encargo no es aceptable y espera que los alumnos formulen la
hipotesis correcta: “quizas se corten las mediatrices en un solo punto”, que es,
de hecho, la inferencia probable: “no se puede afirmar que no se corten en un
mismo punto’, invertida.

Para volver al ejercicio anterior, bastaria una ligera modificacion del texto del
manual'” para que el medio de aprendizaje fuera mas eficaz (al hacerse mas
claramente antagonista) y permitiese la formulacion de una inferencia probable:
bastaria con proponer: “Construye un triangulo ABC. Sefiala el punto medio |
del segmento [AB] y el punto medio J del segmento [AC. La recta (IJ) corta a la
recta (BC)?"; continuar después: “Construye otro triangulo ABC, de manera que
la recta (I]) corte a la recta (BC)". Aqui también se trata de una peticion parado-
jica que no pretende otra cosa que situar a los alumnos frente a un medio que
resiste v que les lleva a decir’tienen que ser paralelas’, otra manera de decir: “no
se puede refutar el hecho de que no se corten”. El cambio de medio de la cues-
tion 4 serfa entonces una respuesta a un cuestionamiento colectivo y no solo
a una conjetura vaga como “parece que son paralelas”. Los alumnos habrian
tenido que definirse. Sin embargo, la demostracion no hubiera sido tan sencilla,
aunque quizas se hubiera aceptado mejor. La funcion de una demostracion es
la validacion, pero la mera demostracion no contribuye en nada a la invencion
ni al descubrimiento.

Volvemos a encontrar aqui algo que va habiamos abordado antes: también
es formativo rechazar una hipotesis con una probabilidad bastante alta de tener
razon en el rechazo. En este ejercicio, por supuesto, el rechazo de la hipotesis
viene acompanado de un riesgo que se anulard mediante una demostracion.

LA INFERENCIA PROBABLE Y LA DEMOSTRACION

Tomemos esta vez un ejemplo numeérico: “se tienen tres ntimeros naturales
consecutivos y al cuadrado del de en medio se le resta el producto de los otros
dos. ¢Qué resultado se obtiene?”

Los alumnos constatan, mediante dos o tres ensayos, que el resultado es 1.
Experimentan entonces con otros ejemplos numéricos v comprueban que el
resultado es siempre 1. ¢Se podrian encontrar tres naturales consecutivos para

17 Sugerido en formacion de profesores de secundaria (PLC2, 2007) por J. M. Digneau,
IUFM Bordeaux.
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los que el resultado no fuese 17 Ante la resistencia a no encontrar un ejemplo, los
alumnos pueden avanzar la hipotesis de que no se puede rechazar el hecho de que
eso dé siempre 1. El “siempre” supone un cambio de medio para la experiencia,
a fin de permitir plantear otro problema en una forma general:'® la manera en
que se manejen las escrituras literales influira sin duda en la resolucion, pero el
cambio de medio experimental (el de las escrituras literales) habra construido
la demostracion. Hemos partido de una experiencia numeérica. Si se dispone del
algebra con la que se puede probar que n* — (n — 1)(n + 1) es igual a 1, no se
necesita verificar la igualdad para todos los naturales,'” pero la ida y vuelta entre
el medio numeérico y el de las escrituras literales permite asegurarse de en qué
consiste una prueba tedrica. ¢Cuantos alumnos aseguran ellos mismos esa rela-
cion estrecha entre los resultados tedricos obtenidos y los hechos experimentales
numéricos que esos resultados permiten prever?

CONCLUSION GENERAL

En las tres situaciones evocadas en el apartado “Experiencias matematicas en tres
campos’, el medio encierra una “maquinaria” que tiene una autonomia en la expe-
riencia. La autonomia es, por un lado, inherente a las propiedades de la maquina
-0 sea, se pone en marcha a través de la maquina- (medio de referencia) v, por
otro lado, es relativa a una regla de juego que el profesor impone, por convencion,
a las prohibiciones® que se establecen, etcétera (medio de aprendizaje).

En las tres situaciones, lo que modifica la propia naturaleza de la experiencia
es la frecuencia de las confrontaciones de las presunciones con las comproba-
ciones experimentales (porque las expectativas van evolucionando), incluso en la
tercera situacion en la que el medio objetivo es mas simple desde el punto
de vista del observador. Tenemos al menos tres tipos de confrontacion empirica:
la estadistica, la de la medida de magnitudes continuas (masas de agua) y la de la
medida de magnitudes discretas (los primeros numeros).

18 Para otros ejemplos, se puede consultar la obra de A. Pressiat v col. (1996), Les débuts
de l'algébre au collége, INRP.

19 El paso a las escrituras literales permite ademas “evadirse” del contexto del problema:
la demostracion permite prescindir de la hipotesis “ntimero natural” (sustituyendo el término
“conseculivo” por “distantes una unidad”. El modelo surgido de la experiencia ha permitido ir
mas alla del ejercicio inicial.

20 Para un estudio cercano y mas detallado, véase Conne, 2007.
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En una primera aproximacion a esta cuestion, afirmabamos (Briand, 2005) que:

a) En la situacion de adicion, el medio de los signos genera un modelo de
prevision bastante cercano a la realidad. El trabajo sobre pequenas canti-
dades discretas hace que la incertidumbre sea débil.

b) En la situacion llamada del “peso del vaso de agua’, los nifios construyen
un modelo de prevision, como hemos visto, continuamente desestabilizado
por los resultados de las pesadas. De entrada, el modelo en gestacion debe
“tomar distancia” de la experiencia. Ni el profesor ni los alumnos deben igno-
rar esta incertidumbre que forma parte del objeto de estudio.

¢) En la situacion que pone en juego fenomenos aleatorios, el alumno se
enfrenta a un nuevo tipo de incertidumbre: aunque la experiencia se ha
construido a proposito, no se puede reproducir con el mismo resultado
de las extracciones. EI modelo en gestacion se debe emancipar mucho
mas de los campos que hemos explorado en este articulo.

Esta vez, volviendo a la variabilidad de una experiencia estadistica, hemos
intentado estudiar si los efectos de otras experiencias realizadas en campos a
priori mas deterministas eran percibidos por el alumno tan diferentes como se
lo parecen al profesor.

El estudio que acabamos de llevar a cabo nos permite plantear la hipolesis
de que las experiencias matematicas en clase en estos tres campos, aun cuando
producen retroacciones de distinta naturaleza desde el punto de vista del obser-
vador, producen en el sujeto efectos similares. Podriamos decir que no habria
una razon objetiva para que estas retroacciones fueran de naturaleza diferente
en el momento del aprendizaje.

Hay, pues, saberes que no se pueden abordar en una edad determinada més
que, cuando mucho, experimentalmente, mientras que otros saberes pueden
construirse con la ayuda de una situacion de aprendizaje. Pero en las experien-
cias se encuentran “grados de validez de las inferencias” y formas de razonamiento
que no son muy distintas de los tipos de razonamiento esperados en el campo
de la variabilidad. Es el caso de refutar la hipotesis nula (no ser un angulo
llano, no ser paralelas, no ser igual a 1) con una fuerte probabilidad, basada en
experiencias, que supone volver a un modo de razonamiento mas clasico que
consiste en probar demostrando, esta vez en otro medio.

Al inicio del articulo nos plantedbamos algunas cuestiones: équé lugar ocupa
la experiencia en la actividad matematica? O, mas bien, équé es una experiencia
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en una actividad matematica? Hemos utilizado una situacion de aprendizaje de
la estadistica, en la medida en que nos ha parecido que revela lo que es mas
dificil de observar en otras situaciones méas habituales. En efecto, en la situacion
de estadistica, el profesor sabe que los eventos son aleatorios. Sabe también que
en las situaciones deterministas los eventos no son aleatorios, pero no se puede
estar seguro de si se hace esa distincion.

En suma, hemos querido observar formas de razonamiento que podrian, sin
duda, tener mas presencia de la que actualmente tienen y mostrar que la aproxi-
macion estadistica no estd tan alejada de ciertas formas de presuncion, induc-
cion, que estan en el origen de deducciones v, finalmente, demostraciones.
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ANEXO

Paradoja de Lewis Carroll o como 64 = 65

4 3
1 2
(A)
P
| |4 2
1
3] |
(B) Q
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Recorte las piezas 1, 2, 3 v 4 de la primera figura vy vuelva a colocarlas como
en la figura 2. Se tiene 8 X 8, 0 sea 64 cuadrados arriba y 13 X 5, 0 sea 65
abajo. Busque el error...

El error, practicamente imposible de descubrir, procede de que, en realidad,
hay un ligero hueco a lo largo de lo que parece ser la diagonal [PQ]. Este hueco
tiene la forma de un paralelogramo muy afilado y tiene aproximadamente 1 mm
de anchura en su parte media, su area total es de 1 ¢cm?, es decir, la diferencia
entre 65 y 64.
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